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Résumé

Dans ce projet, nous nous intéressons aux systèmes Hamiltoniens sur l’espace
euclidien et aux transformations de leurs solutions.
Le premier chapitre rappelle des résultats standards sur la théorie des équations
différentielles ordinaires.
Dans le second chapitre, nous étudions comment se comporte les solutions
de systèmes différentiels autonomes par difféomorphisme et nous montrons
que sous condition de régularité, le flot de tout système différentiel peut être
localement linéarisé.
Dans les deux chapitres qui suivent, nous dérivons la forme des systèmes Ha-
miltoniens à partir d’un principe variationnel et étudions ensuite les propriétés
particulières de leur flot sous l’angle de transformations dites canoniques.
Le chapitre 5 met en relation, par une version simplifiée du Théorème de Noe-
ther, les actions de groupes laissant invariant un Hamiltonien et les quantités
conservées du système Hamiltonien associé.
Finalement, nous appliquons la théorie développée au problème de Kepler et
nous construisons une transformation mettant en lien le problème de Kepler et
le problème géodésique sur Sn.
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Notation

1. Si f(x) ∈ C1(Rn), x = (x1, ..., xn), on notera

fxi
= ∂f

∂xi
(x) ∈ C0(Rn)

la dérivée partielle de f par rapport à xi.

2. Si f(x) ∈ C1(Rn), on notera

∇f = fx =
(
∂f

∂xi
(x)
)

1≤i≤n
∈ C0(Rn,Rn)

le vecteur des dérivées partielles de f .

3. Si F (x) ∈ C1(Rn,Rp), on notera

JF =
(
∂Fi
∂xj

(x)
)

1≤i≤p
1≤j≤n

∈ C0(Rn,Rp×n)

la matrice Jacobienne de F .

4. Si f(x, y) ∈ C1(Rn+m), on notera ∇xf ou fx le vecteur de dérivées partielles de f
par rapport à la variable x = (x1, ..., xn).

5. Si F (x, y) ∈ C1(Rn+m,Rp), on notera JF,x la matrice Jacobienne de F par rapport
à la variable x = (x1, ..., xn).

6. Si F (x, y) ∈ C2(Rn+m,Rp), on notera Fxy la matrice Jacobienne de ∇xF = Fx par
rapport à la variable y = (y1, ..., ym).

2



Chapitre 1

Existence, unicité et différentiabilité par rapport aux
conditions initiales

Avant de commencer toute discussion sur les équations différentielles, on rappelle ici
quelques résultats standards d’existence et de régularité de leurs solutions.
Les preuves peuvent êtres trouvées dans [Wal98] et [AMR88].

Théorème 1.1 (Cauchy-Lipschitz)
Soient I = [ξ − a, ξ + a], a > 0, et f(t, y) ∈ C0(I × Rn,Rn) globalement Lipschitz par
rapport à la variable y, i.e. telle que

∃Λ ≥ 0 ∀t ∈ I ∀y1, y2 ∈ Rn : |f(t, y1)− f(t, y2)| ≤ Λ|y1 − y2|.

Alors le problème de Cauchy

(Cau) =

y′(t) = f(t, y(t)), t ∈ I
y(ξ) = x ∈ Rn

admet une unique solution y ∈ C1(I,Rn).

Théorème 1.2 (Cauchy-Lipschitz local)
Soient I = [ξ − a, ξ + a], a > 0, et f(t, y) ∈ C0(I × Rn,Rn) localement Lipschitz par
rapport à la variable y.
Alors le problème de Cauchy

(Cau) =

y′(t) = f(t, y(t)), t ∈ I
y(ξ) = x ∈ Rn

admet une unique solution locale y ∈ C1(Ĩ ,Rn), ξ ∈ Ĩ ⊂ I ouvert.
De plus, si y ∈ C1(Ĩ , D), Ĩ = (ξ − b1, ξ + b2), et y n’admet aucun prolongement à droite
de Ĩ (respectivement à gauche), alors lim

t→b2
y(t) = +∞ ou −∞ (respectivement t→ b1).

Théorème 1.3 (Théorème d’existence de Péano)
Soient I = [ξ − a, ξ + a], a > 0, D ⊂ Rn ouvert, et f(t, y) ∈ C0(I ×D,Rn).
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Alors le problème de Cauchy

(Cau) =

y′(t) = f(t, y(t)), t ∈ I
y(ξ) = x ∈ D

admet au moins une solution locale y ∈ C1(Ĩ , D), ξ ∈ Ĩ ⊂ I ouvert.

Théorème 1.4 (Différentiabilité par rapport aux conditions initiales)
Soient I = [ξ − a, ξ + a], a > 0, D ⊂ Rn ouvert, et f(t, y) ∈ Ck(I × D,Rn), k ≥ 0,
localement Lipschitz par rapport à la variable y.
Pour tout x ∈ D, il existe un ouvert x ∈ U ⊂ D tel que les uniques solutions y(t, x) au
problème de Cauchy

(Cau)x =

y′(t) = f(t, y(t)), t ∈ I
y(ξ) = x ∈ U

ont un intervalle ouvert ξ ∈ Ĩ ⊂ I d’existence commun et la fonction y : Ĩ × U → D ainsi
définie satisfait y ∈ Ck(Ĩ × U,D), y(0, x) = x, yt(t, x) = f(t, y(t, x)).
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Chapitre 2

Flots, champs de vecteurs, et lois de transformation

Considérons un système d’équations différentielles autonome en coordonnées cartésiennes

(ẋ(t), ẏ(t)) = f(x(t), y(t))

On souhaite étudier comment se comporte ce système lorsque l’on utilise les coordonnées
polaires, i.e. quel est le système associé aux nouvelles coordonnées (r(t), θ(t)) satisfaisant
la relation

(x(t), y(t)) = (r(t) cos θ(t), r(t) sin θ(t)) = u(r(t), θ(t))
La réponse est donnée par la loi de transformation. On va montrer que (r(t), θ(t)) résoud
un système qui dépend uniquement de f , u, et J−1

u .
Dans ce chapitre, on introduit et relie les notions de flot, champ de vecteurs, et
transformation.

Définition 2.1 (Flot)
Soient I = (−a, a), a > 0, et f(y) ∈ C0(V,Rn), V ⊂ Rn ouvert, une fonction telle que
pour toute donnée initiale y0 ∈ K ⊂ D fixée, le problème de Cauchy autonome

(Cau)x =

y′(t) = f(y(t)), t ∈ I
y(0) = y0 ∈ K

admette une unique solution φ(t, y0) définie sur tout I.
La fonction φ : I ×K → V ainsi définie est appelée le flot de f .
On note φ(t, y) = φt(y).

Proposition 2.1 (Loi de groupe d’un flot)
Soient I et f(y) ∈ C0(V,Rn) comme ci-dessus. Soit φt(y) le flot associé à f .
Alors

φt+s(y) = φt(φs(y)) = φt ◦ φs(y) ∀t, s, t+ s ∈ I ∀y ∈ K
φ0(y) = y ∀y ∈ K

En particulier, φt(y) est inversible d’inverse φ−t(y).

Démonstration.
L’identité φ0(y) = y ∀y ∈ R est évidente.
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Soit s ∈ I et y0 ∈ K fixés. Par définition du flot et par hypothèse, φt(φs(y0)) est l’unique
solution au problème

(Cau) =

y′(t) = f(y(t)), t ∈ I
y(0) = φs(y0)

Or, pour t assez petit, φt+s(y0) résoud aussi (Cau). On conclut par unicité.

Dans tout ce qui suit, s’il n’est pas précisé autrement, toutes les équations différentielles
considérées sont autonomes d’ordre 1, i.e. sont de la forme y′(t) = f(y(t)), avec f ∈
Ck(V,Rn), k ≥ 0, V ⊂ Rn ouvert, et telles ques

1. t prend valeur dans un voisinage symétrique I de 0 ;
2. Pour toute donnée initiale y0 ∈ V , le problème de Cauchy y′(t) = f(y(t)), y(0) = y0

admet une unique solution φt(y0) définie sur tout I ;
Alors l’unique flot de f ainsi défini vérifie

1. φt(y) ∈ C0(I × V, V ), φ0(y) = y ∀y ∈ V , et φt(t, y) = f(φt(y)) ;
2. Si f est de classe Ck, k ≥ 0, alors le flot φt(y) est aussi de classe Ck.

et la propriété 1 détermine alors entièrement et uniquement le flot de f .
La condition f ∈ Ck, k ≥ 1, est suffisante pour avoir une unique solution, mais elle n’est
pas suffisante pour que la solution soit définie sur tout I.

Définition 2.2 (Difféomorphisme)
Une application bijective u ∈ Ck(U, V ), k ≥ 1, U , V ⊂ Rn ouverts, d’inverse
u−1 ∈ Ck(V, U) est appelé un Ck-difféomorphisme.

Proposition 2.2
Une application bijective u ∈ Ck(U, V ), k ≥ 1, U , V ⊂ Rn ouverts, est un Ck-difféomorphisme
si et seulement si la matrice Jacobienne Ju(x) est inversible ∀x ∈ U .
De plus, J−1

u (x) = Ju−1(u(x)) ∀x ∈ U .

Proposition 2.3 (Loi de transformation pour les édos)
Soit f ∈ C0(V,Rn) et considérons le problème autonome (?) : y′(t) = f(y(t)). Soit u ∈
C1(U, V ) un difféomorphisme et posons y(t) = u(z(t)).
Alors z(t) est solution du problème

(??) : z′(t) = J−1
u (z(t)) · f(u(z(t))) := J−1

u f ◦ u(z(t)).

De plus, si φt est le flot de (?), alors le flot ψt de (??) est donné par

ψt(z) = u−1 ◦ φt ◦ u(z)

Démonstration.
On a z(t) = u−1(y(t)). En dérivant, on obtient

z′(t) = Ju−1(y(t)) · y′(t) = Ju−1(y(t)) · f(y(t)) = Ju−1(u(z(t))) · f(u(z(t)))
= J−1

u (z(t)) · f(u(z(t)))
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Définissons ψt(z) = u−1 ◦ φt ◦ u(z). On a immédiatement ψ0(z) = z ∀z. De plus

∂ψ

∂t
(t, z) = Ju−1(φt ◦ u(z)) · ∂φ

∂t
(t, u(z)) = Ju−1(φt(u(z))) · f(φt(u(z)))

= Ju−1(u ◦ ψt(z)) · f(u ◦ ψt(z)) = J−1
u (ψt(z)) · f(u(ψt(z))),

donc ψt est bien le flot du second problème.

Remarque 2.4
Réciproquement, si ψt est le flot associé à une fonction continue g et si ψt vérifie ψt(z) =
u−1 ◦ φt ◦ u(z), en dérivant par rapport à t comme ci-dessus et en posant t = 0, on obtient
g(z) = J−1

u (z) · f(u(z)).

Lemme 2.5 (Lemme de Hadamard)
Soit f ∈ Ck(V ), k ≥ 1, V ⊂ Rn convexe. Alors il existe des fonctions Φi(x, y) ∈
Ck−1(V × V ), i = 1, ..., n, telles que

∀x, y ∈ V : f(x)− f(y) =
n∑
i=1

Φi(x, y)(xi − yi) et Φi(y, y) = fxi
(y).

Démonstration.

f(x)− f(y) =
∫ 1

0

d

ds
[f(sx+ (1− s)y)] ds

=
∫ 1

0

n∑
i=1

∂f

∂xi
(sx+ (1− s)y)(xi − yi)ds

=
n∑
i=1

(∫ 1

0

∂f

∂xi
(sx+ (1− s)y)ds

)
(xi − yi)

Définition 2.3 (Champ de vecteurs)
Un champ de vecteurs (ou dérivation) de classe Ck, k ≥ 0, sur un ouvert V ⊂ Rn est
une application R-linéaire X : C1(V )→ C0(V ) vérifiant

X(fg) = fX(g) + gX(f) (Règle de Leibniz)

et
X(Ck+1(V )) ⊂ Ck(V )

On dénote par Γk(V ) l’ensemble des champs de vecteurs Ck sur V .

Proposition 2.6
Soit X ∈ Γk(V ). Soit c ∈ R considéré comme fonction constante. Alors X(c) = 0.

Démonstration.
X(1) = X(1 · 1) = 1X(1) + 1X(1) = 2X(1)⇒ X(1) = 0. On conclut par linéarité.

Proposition 2.7 (Ecriture en coordonnées d’un champ de vecteurs)
Soit {y1, ..., yn} un système de coordonnées pour V ⊂ Rn. Tout champ de vecteurs X ∈
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Γk(V ) est de la forme

X =
n∑
i=1

fi(y) ∂
∂yi

, fi(y) = X(yi)(y) ∈ Ck(V )

En particulier, il existe une bijection R-linéaire entre les champs de vecteurs X ∈ Γk(V )
et les fonctions f ∈ Ck(V,Rn).

Démonstration.
C’est un corollaire direct de la Proposition précédente et du Lemme de Hadamard (Lemme
2.5).

Remarque 2.8
On utilisera le terme champ de vecteurs sans distinction pour désigner une dérivation X
comme ci-dessus ou une fonction f ∈ Ck.

Proposition 2.9 (Lien entre champ de vecteurs et flot)
Soit φt(x) le flot associé à l’équation y′(t) = f(y(t)), f ∈ C0(V,Rn).
Considérons le champ de vecteurs

X =
n∑
i=1

fi(y) ∂
∂yi

.

Alors
X(h) = ∂

∂t
h(φt)

∣∣∣∣
t=0

Définition 2.4 (Equivalence entre champs de vecteurs)
Soient f ∈ C0(V,Rn) et g ∈ C0(U,Rn), U, V ⊂ Rn ouverts.
1) On dit que f et g sont équivalents s’il existe un difféomorphisme u : U → V tel que

g = J−1
u f ◦ u

2) On dit que f et g sont équivalents au sens étendu s’il existe λ ∈ C1(U,R>0) et un
difféomorphisme u : U → V tel que

g = λJ−1
u f ◦ u

Théorème 2.10 (Théorème de redressement des champs de vecteurs)
Soit f ∈ Ck(V,Rn), k ≥ 1, V ⊂ Rn ouvert. Soit y∗ ∈ V tel que f(y∗) = c 6= 0.
Alors il existe un voisinage D1 de y∗ et un Ck-difféomorphisme u : D2 → D1, D2 ⊂ Rn

ouvert, tel que c = J−1
u f ◦ u sur D2.

Démonstration.

Partie 1: Modifications préliminaires de f
Quitte à composer f avec une translation, on peut supposer y∗ = 0.
Soit r > 0 tel que B(0, r) ⊂ V et 〈f(y), c〉 > 0 ∀y ∈ B(0, r) par ouverture de V et
continuité de 〈f(y), c〉 au voisinage de 0.
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Soit h : V → R une fonction C∞ à support compact dans B(0, r) telle que 0 ≤ h ≤ 1 et
h(y) = 1 ∀y ∈ B(0, r/2). Posons

f̂(y) = h(y)f(y) + (1− h(y))c

Alors f̂(y) = f(y) au voisinage de y∗ = 0, 〈f̂(y), c〉 > 0 ∀y ∈ Rn, et f̂(y) = c si ||y|| ≥ r.
Comme le but est de transformer f localement au voisinage de y∗, on peut sans perte de
généralité prouver la proposition pour f̂ au lieu de f .

Comme 〈f̂(y), c〉 > 0 ∀y ∈ Rn et f̂(y) = c si ||y|| ≥ r, remarquons que

inf{||f̂(y)|| | y ∈ Rn} ≥ δ > 0

Soient φt(y) le flot associé à f̂ et ψt(z) le flot associé à ĝ = c. C’est une conséquence
du Théorème 1.2 que φ et ψ sont définis pour tout t ∈ R. En fait, le flot ψ est donné
explicitement par ψt(z) = tc+ z.

Partie 2: Ecriture spéciale pour φ et ψ
Soit K ⊂ Rn un compact non vide, s(K) = max{||y|| | y ∈ K}. Alors il existe t∗ =
t∗(K) > 0 tel que ∀y ∈ K, ∀t ≥ t∗ :

φt(y) = ψt−t
∗ ◦ φt∗(y)

En effet, on a

∂φ

∂t
(t, y) = f̂(φt(y))

⇒φt(y) = y +
∫ t

0
f̂(φs(y))ds

⇒||φt(y)|| ≥ tδ − ||y||

⇒||φt(y)|| ≥ r, ∀t ≥ r + s(K)
δ

= t∗, ∀y ∈ K

⇒ φt(y) = y +
∫ t∗

0
f̂(φs(y))ds+

∫ t

t∗
f̂(φs(y))ds

= y +
∫ t∗

0
f̂(φs(y))ds+ (t− t∗)c

= ψt−t
∗ ◦ φt∗(y), ∀t ≥ t∗, ∀y ∈ K

Par la loi de groupe de ψ, on a aussi ψt(z) = ψt−t
∗ ◦ ψt∗(z) ∀z ∈ Rn, ∀t ∈ R.

Partie 3: Définition de la transformation recherchée
Définissons alors v(y) = lim

t→∞
ψ−t ◦ φt(y).

Cette suite converge uniformément en y sur tout compact non vide K. En effet, on a

ψ−t ◦ φt(y) = ψ−t
∗ ◦ ψ−(t−t∗) ◦ ψt−t∗ ◦ φt∗(y) = ψ−t

∗ ◦ φt∗(y)
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pour tout t ≥ t∗ = t∗(K) et y ∈ K.
En particulier, v est un difféomorphisme local.
De plus, v est globalement injectif (donc v est un difféomorphisme global), car

v(y1) = v(y2) ⇐⇒ ψ−t
∗ ◦ φt∗(y1) = v(y1) = v(y2) = ψ−t

∗ ◦ φt∗(y2) ⇐⇒ y1 = y2,

où t∗ = t∗(y1, y2) > 0, car ψ−t∗ et φt∗ sont bijectifs.

Partie 4: Conclusion
Au voisinage de y∗ = 0, écrivons v(y) = ψ−t

∗ ◦ φt∗(y). Alors ∀t ≥ 0,

ψt ◦ v = ψt−t
∗ ◦ ψt∗ ◦ ψ−t∗ ◦ φt∗ = ψt−t

∗ ◦ φt∗ et

v ◦ φt = ψ−t
∗ ◦ φt∗ ◦ φt = ψ−t

∗ ◦ φt+t∗ = ψ−t
∗ ◦ ψ(t+t∗)−t∗ ◦ φt∗ = ψt−t

∗ ◦ φt∗ ,

i.e. ψt = v ◦ φt ◦ v−1 ∀t ≥ 0 et c’est aussi vrai ∀t ≤ 0 en passant aux inverses.
On conclut par la Remarque 2.4 que u = v−1 transforme le champ de vecteurs f̂ sur c au
voisinage de 0.

Corollaire 2.11
Soient f ∈ Ck(V,Rn) et g ∈ Ck(U,Rn), k ≥ 1, U, V ⊂ Rn ouverts. Soient y∗ ∈ V , z∗ ∈ U
tels que f(y∗) 6= 0, g(z∗) 6= 0.
Alors il existe des voisinages D1 et D2 de y∗ et z∗ respectivement et un Ck-difféomorphisme
u : D2 → D1 tel que g�D2 = J−1

u f ◦ u.

Proposition 2.12
Soient f ∈ Ck(V,Rn) et g ∈ Ck(U,Rn), k ≥ 0, équivalents au sens étendu avec fonctions
u et λ. Soit φt le flot associé à f .
Alors le flot associé à g est donné par

ψs(z) = u−1 ◦ φt ◦ u(z), où t = v(s, z) =
∫ s

0
λ(ψσ(z))dσ

Démonstration.
Soit ψs(z) défini comme ci-dessus. On a

∂ψ

∂s
(s, z) = Ju−1(φt ◦ u(z)) · ∂(φt ◦ u)

∂s
(z)

= Ju−1(u ◦ ψs(z)) · ∂φ
∂t

(t, u(z))∂t
∂s

(s, z)

= λ(ψs(z))J−1
u (ψs(z)) · f(φt(u(z)))

= (λJ−1
u f ◦ u) ◦ ψs(z)

= g(ψs(z))

et ψ0(z) = z ∀z, donc ψs(z) est bien le flot associé à g.

Remarque 2.13
Pour tout z fixé, la fonction v(s, z) est strictement croissante en s et donc possède un
inverse. Par abus de notation, on dénotera cet inverse par v−1(t, z).
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Proposition 2.14 (Changement de variable temporel)
Soient f ∈ Ck(V,Rn), V ⊂ Rn ouvert, φt le flot associé à f , et λ ∈ C1(V,R>0). Considé-
rons le changement de variable temporel

s = v(t, y) =
∫ t

0
λ(φσ(y))dσ

Alors le flot ψs(y) = φv
−1(s,y)(y) est le flot associé à g = λ−1f .

Démonstration.
Soit ψs(y) défini comme ci-dessus. On a

∂ψ

∂s
(s, y) = ∂φ

∂t
(v−1(s, y), y)∂t

∂s
(s, y)

= λ−1(φv−1(s,y)(y))f(φv−1(s,y)(y))
= λ−1(ψs(y))f(ψs(y))
= g(ψs(y))

et ψ0(y) = y ∀y, donc ψs(y) est bien le flot associé à g.
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Chapitre 3

Equation d’Euler et équations d’Hamilton

Le but de ce chapitre est de dériver un type particulier d’équations différentielles en
optimisant des fonctionelles linéaires sur des espaces de courbes. On étudiera ensuite ces
équations de manière plus générale, mais ce chapitre nous permet d’obtenir toute une
classe d’exemples où ces équations apparaissent.

Lemme 3.1 (Lemme fondamental du calcul des variations, cas réel)
Soit f ∈ C0(I), I = (a, b), a < b, une fonction telle que

∫ b

a
f(t)h(t)dt = 0

pour toute fonction h ∈ C∞(I) à support compact dans I. Alors f ≡ 0.

Démonstration.
Par l’absurde, ∃x∗ ∈ I tel que f(x∗) 6= 0. Sans perte de généralité, f(x∗) > 0. En
particulier, ∃ε > 0 tel que f(x) > 0 sur [x∗ − ε, x∗ + ε].
Soit h ∈ C∞(I) une fonction non nulle à support compact dans [x∗ − ε, x∗ + ε] telle que
0 ≤ h ≤ 1.
Alors

0 =
∫ b

a
f(t)h(t)dt =

∫ x∗+ε

x∗−ε
f(t)h(t)dt > 0 E

3.1 L’équation d’Euler-Lagrange

Soient I = [t1, t2], t1 < t2, q1, q2 ∈ Rn, et L(t, q, q̇) ∈ C2(I × Rn × Rn).
On définit la fonctionnelle linéaire Φ sur l’espace des courbes Q = {q ∈ C2(I,Rn) | q(t1) =
q1, q(t2) = q2} par

Φ(q) =
∫ t2

t1
L(t, q(t), q̇(t))dt, où q̇(t) = dq

dt
(t)

La fonction L est appelée Lagrangien (ou action).
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La différentielle de Φ en q (aussi appelée première variation) est l’application R-
linéaire (par rapport à q̂)

Φ′(q, q̂) =
∫ t2

t1

(
〈Lq, q̂〉+ 〈Lq̇, ˙̂q〉

)
dt

où Lq = Lq(t, q(t), q̇(t)), Lq̇ = Lq̇(t, q(t), q̇(t)), et q̂ ∈ C1(I,Rn) est telle que q̂(t1) =
q̂(t2) = 0.
Un point stationnaire de Φ est une courbe q ∈ Q telle que Φ′(q, q̂) = 0 pour toute
courbe q̂ ∈ C1(I,Rn) avec q̂(t1) = q̂(t2) = 0.
Un extréma de Φ est une courbe q ∈ Q minimisant ou maximisant localement la
fonctionnelle Φ.
On peut montrer que tout extréma de Φ est un point stationnaire de Φ.

Supposons maintenant que Φ admette un point stationnaire q ∈ Q et considérons des
courbes q̂ ∈ C1(I,Rn) à support compact. Alors

0 = Φ′(q, q̂) =
∫ t2

t1

(
〈Lq, q̂〉+ 〈Lq̇, ˙̂q〉

)
dt

=
∫ t2

t1
〈Lq, q̂〉dt+ [〈Lq̇, q̂〉]t2t1 −

∫ t2

t1
〈 d
dt

[Lq̇] , q̂〉dt

=
∫ t2

t1
〈Lq −

d

dt
[Lq̇] , q̂〉dt

Le Lemme 3.1 implique Lq − d
dt

[Lq̇] = 0, c’est-à-dire

d

dt
[Lq̇(t, q(t), q̇(t))] = Lq(t, q(t), q̇(t)) (Equation d’Euler-Lagrange)

qui est un système d’équations différentielles d’ordre 2.
La réciproque est vraie (il suffit de faire la preuve à l’envers), i.e. toute solution à l’équation
d’Euler-Lagrange est un point stationnaire de Φ.
On dit qu’un point (t, q, q̇) est régulier si det(Lq̇q̇(t, q, q̇)) 6= 0.

3.2 Transformée de Legendre et système Hamiltonien

On reprend les même notations qu’au paragraphe précédent et on définit la transformation

U(t, q, q̇) = (t, q, Lq̇(t, q, q̇)) = (t, q, p)

Soit (t, q, q̇) un point régulier de L. Le Jacobien de U en ce point est donné par
det(Lq̇q̇(t, q, q̇)) 6= 0. Ainsi, U est inversible au voisinage de (t, q, q̇).
Soit U−1(t, q, p) = (t, q, V (t, q, p)) = (t, q, q̇) l’inverse local de U .

La transformée de Legendre de L est la fonction

H(t, q, p) = 〈p, V (t, q, p)〉 − L(t, q, V (t, q, p))
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En dérivant H et en remarquant que p = Lq̇(t, q, V (t, q, p)), on obtient
Hp(t, q, p) = V (t, q, p)

Hq(t, q, p) = −Lq(t, q, V (t, q, p))

Ht(t, q, p) = −Lt(t, q, V (t, q, p))

Ainsi, si q(t) résoud l’équation d’Euler-Lagrange et si on pose p(t) = Lq̇(t, q(t), q̇(t)), on
obtient que (q(t), p(t)) est solution du système

q̇(t) = V (t, q(t), p(t)) = Hp(t, q(t), p(t))

ṗ(t) = d

dt
[Lq̇(t, q(t), q̇(t))] = Lq(t, q(t), q̇(t)) = −Hq(t, q(t), p(t))

qui est la forme Hamiltonienne de l’équation d’Euler-Lagrange. Un tel système est appelé
système Hamiltonien.

Par la suite, on étudiera uniquement des systèmes Hamiltoniens autonomes(
q̇(t)
ṗ(t)

)
=
(
Hp(q(t), p(t))
−Hq(q(t), p(t))

)
:= J∇H,

où J =
(

0 In
−In 0

)
et H = H(q, p) est une fonction scalaire appelée Hamiltonien.

Exemple 3.1 (Seconde loi de Newton)
Beaucoup d’équations décrivant le mouvement de systèmes en mécanique Newtonienne
peuvent être dérivées à partir d’un Lagrangien de la forme L = T − U , où T est l’énergie
cinétique totale du système et U est l’énergie potentielle du système.

Considérons un système composé de N corps dans Rd de masses m1, ...,mN > 0 avec
positions Q1 = (q1, ..., qd), ..., QN = (q(N−1)·d+1, ..., qN ·d) et vitesses Q̇1 = (q̇1, ..., q̇d), ...,
Q̇N = (q̇(N−1)·d+1, ..., q̇N ·d).
Le Lagrangien associé à un tel système est

L(q, q̇) =
(

N∑
i=1

1
2mi|Q̇i|2

)
− U(Q1, ..., QN)

Ici, on considère le cas où l’énergie potentielle ne dépend pas explicitement de la vitesse,
ni du temps.
On a Lq̇ = (m1Q̇1, ...,mNQ̇N)T et Lq = −Uq, donc l’équation d’Euler-Lagrange pour un
système à N corps en mouvement est donnée par le système

miQ̈i(t) = −UQi
(Q1(t), ..., QN(t)), i = 1, ..., N

qui coïncide bien avec les équations issues de la seconde loi de Newton.
La transformée de Legendre est donnée par

H(q, p) =
(

N∑
i=1

1
2mj

|Pj|2
)

+ U(Q1, ..., QN),
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où Pi = (p(i−1)·d+1, ..., pi·d) = miQ̇i, i = 1, ..., N , et le système Hamiltonien obtenu estQ̇i(t) = 1
mi

Pi(t), i = 1, ..., N

Ṗi(t) = −UQi
(Q1(t), ..., QN(t)), i = 1, ..., N

qui est clairement équivalent aux équations d’Euler-Lagrange.

Si d = 1, N = 1, et U(q) = kq2/2, k > 0, les équations correspondent à celles d’un
oscillateur harmonique simple.
Si d = 1, N = 1, et U(q) = mgL(1− cos q), L > 0, g ≈ 9.81, les équations correspondent
à celles décrivant l’angle d’un pendule simple.
Si d = 3, N ≥ 1, et

U(Q1, ..., QN) = −
∑
j<k

G
mjmk

|Qj −Qk|
, G ≈ 6.67 · 10−11

les équations correspondent à celles du problème de N corps dans R3 interagissant l’un
avec l’autre avec la force gravitationnelle.
Si d = 3, N = 2, et

U(Q1, Q2) = k

|Q1 −Q2|
, k ∈ R \ {0}

les équations correspondent au problème à deux corps.
On montrera plus tard que le problème à deux corps peut se ramener à la résolution du
système associé au Hamiltonien

H(Q,P ) = 1
2 |P |

2 + k̃

|Q|
, k̃ ∈ R \ {0}, P,Q ∈ R3, Q 6= 0

Le problème associé à ce Hamiltonien est appelé problème de Kepler.

Exemple 3.2 (Particule chargée)
Reprenons le même système de masses que dans l’Exemple 3.1 et regardons cette fois-ci
un exemple de Lagrangien qui dépend de la vitesse, i.e. de la forme

L(q, q̇) =
(

N∑
i=1

1
2mi|Q̇i|2

)
− U(Q1, ..., QN , Q̇1, ..., Q̇N)

On considère le cas d’une masse m > 0 de charge e se déplaçant dans un champ électro-
magnétique dans R3. Cela correspond au cas où d = 3, N = 1, et

U(q, q̇) = eφ(q)− e

c
〈q̇, A〉, q, q̇ ∈ R3

où c est la vitesse de la lumière, φ(q) est le potentiel électrique du champ électrique et A
est le potentiel vecteur d’un champ magnétique B.
On a Lq̇ = mq̇ + e

c
A et Lq = e∇φ, donc l’équation d’Euler-Lagrange pour une masse de

charge e en mouvement dans le champ est

mq̈(t) = e∇φ(q(t))
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La transformée de Legendre est définie globalement et est donnée par

H(q, p) = 1
2m |p−

e

c
A|2 + eφ(q)

Exemple 3.3 (Géodésique sur Sn)
Considérons la sphère Sn = {x ∈ Rn+1 | |x|2 = 1} muni de la métrique euclidienne
standard. Soient q1, q2 ∈ Sn fixés.
Une géodésique sur Sn est une courbe q ∈ Q = {q ∈ C2(I,Rn+1) | q(t1) = q1, q(t2) = q2}
minimisant la fonctionnelle linéaire

Φ(q) =
∫ t2

t1

1
2 |q̇(t)|

2dt

sous la contrainte
|q(t)|2 = 1

Une géodésique q(t) correspond alors au plus court chemin sur la sphère entre les points
q1 et q2.

On peut montrer que si q∗(t) est une solution du problème d’optimisation ci-dessus, alors il
existe une fonction scalaire λ(t) ∈ C2(I,R) (qui dépend de q∗(t)), appelée multiplicateur
de Lagrange, telle que q∗(t) est un point stationnaire du problème variationnel sans
contrainte

Ψ(q) =
∫ t2

t1

1
2 |q̇(t)|

2 − λ(t)(|q(t)|2 − 1)dt

sur l’espace des courbes q ∈ Q.
Posons alors F (t, q, q̇) = 1

2 |q̇|
2 − λ(t)(|q|2 − 1). On a Fq = 2λ(t)q et Fq̇ = q̇. Ainsi, q∗(t)

est une solution de l’équation d’Euler-Lagrange

q̈(t) = 2λ(t)q(t)

Pour déterminer λ, remarquons que

0 = 〈0, q∗(t)〉 = 〈q̈∗(t)− 2λ(t)q∗(t), q∗(t)〉 = 〈q̈∗(t), q∗(t)〉 − 2λ(t) et

0 = d2

dt2
|q∗(t)|2 = 2 d

dt
〈q∗(t), q̇∗(t)〉 = 2 (〈q̇∗(t), q̇∗(t)〉+ 〈q∗(t), q̈∗(t)〉)

d’où
λ(t) = −1

2〈q̇∗(t), q̇∗(t)〉

et l’équation d’Euler-Lagrange est

q̈(t) + |q̇∗(t)|2q(t) = 0

En particulier, q∗(t) est solution de l’équation plus générale

q̈(t) + |q̇(t)|2q(t) = 0 (?)

De plus, q∗(t) satisfait |q∗(t)|2 = 1 et donc d
dt
|q∗(t)|2 = 2〈q∗(t), q̇∗(t)〉 = 0.
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En fait, si q̂(t) est une solution de (?) telle que |q̂(t1)|2 = 1 et 〈q̂(t1), ˙̂q(t1)〉 = 0, alors
|q̂(t)|2, 〈q̂(t), ˙̂q(t)〉 et | ˙̂q(t)|2 sont constantes sur I et donc il suffit d’imposer des conditions
initiales q(t1) ∈ Sn, q̇(t1) ∈ Rn telles que 〈q̂(t1), ˙̂q(t1)〉 = 0 pour déterminer uniquement
une géodésique par l’équation (?).
Pour voir cela, on remarque que si q̂(t) est une telle solution de (?), alors (|q̂(t)|2 − 1)/2
est l’unique solution au problème de Cauchy linéaire

(Cau) =


ż(t)
z̈(t)

 =
 0 1
−2|q̂(t)|2 0

z(t)
ż(t)

 , t ∈ I
z(0) = ż(0) = 0

et donc (|q̂(t)|2 − 1)/2 = 0 par unicité, i.e. |q̂(t)|2 = 1. En dérivant ce terme, on obtient
〈q̂(t), ˙̂q(t)〉 = 0.
Finalement,

d

dt
| ˙̂q(t)|2 = 2〈 ˙̂q(t), ¨̂q(t)〉 = −2|q̇(t)|2〈 ˙̂q(t), q(t)〉 = 0

Remarque 3.2
Sous les conditions initiales q(t1) ∈ Sn, q̇(t1) ∈ Rn telles que 〈q̂(t1), ˙̂q(t1)〉 = 0 et |q̇(t1)| =
λ > 0, on a alors immédiatement que

q(t) = q(t1) cos(λt) + q̇(t1)
λ

sin(λt) (??)

Ces solutions sont périodiques et correspondent à des grands cercles sur Sn.

Remarque 3.3
Par cercle, on entend une sphère de dimension 2. On peut montrer que :

1. Les cercles sur Sn correspondent à l’intersection avec Sn d’un 2-plan affine H de
sorte que |Sn ∩H| = +∞ ;

2. Les grands cercles sont exactement les cercles qui sont caractérisés par un 2-plan
affine H passant par l’origine (le centre de Sn).

Pour voir que la solution (??) est un grand cercle, on remarque que la trajectoire de la
solution q(t) pour t ∈ R est exactement l’ensemble H ∩ Sn, où H est le 2-plan affine
passant par l’origine défini comme

H = {rq(t1) + s
q̇(t1)
λ
| r, s ∈ R}
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Chapitre 4

Transformations canoniques

Dans ce chapitre, on étudie des transformations spéciales, dites canoniques, qui préservent
les systèmes Hamiltoniens. On étudiera aussi en détail le cas particulier de la projection
stéréographique.

Définition 4.1 (Difféomorphisme canonique)
Un difféomorphisme u ∈ Ck(U, V ), U, V ⊂ R2n ouverts, est dit canonique (ou symplec-
tique) s’il vérifie

JTu (z)JJu(z) = J ∀z ∈ U

Proposition 4.1
L’inverse et la composition de difféomorphismes canoniques sont encore des difféomor-
phismes canoniques.

Théorème 4.2 (Déterminant d’une matrice symplectique)
Soit A ∈ R2n telle que ATJA = J . Alors det(A) = 1.

Démonstration. Voir Annexe C.

Proposition 4.3
Les difféomorphismes canoniques sont des transformations qui préservent la classe des
systèmes Hamiltoniens, c’est-à-dire telles que (c.f. loi de transformation)

J−1
u (z)J∇H(u(z)) = J∇K(z) ∀z, i.e. J−1

u J∇H ◦ u = J∇K

pour un certain Hamiltonien K.
En fait, le Hamiltonien K (ou plutôt, un choix de K) est explicitement donné par K = H◦u.

Démonstration.
Poser K = H ◦ u et remarquer ∇K(z) = JTu (z)∇H(u(z)).
De plus, JTu JJu = J ⇐⇒ JTu J = JJ−1

u ⇐⇒ JJTu J
2 = J2J−1

u J ⇐⇒ JJTu = J−1
u J , où

on a utilisé J2 = −I2n. Donc

J∇K = JJTu∇H ◦ u = J−1
u J∇H ◦ u

Remarque 4.4
On a en particulier montré que JTu JJu ⇐⇒ JJTu = J−1

u J ⇐⇒ JuJJ
T
u = J .
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Définition 4.2 (Crochet de Poisson)
Soient F (q, p), G(q, p) ∈ C1(U), U ⊂ R2n ouvert, p, q ∈ Rn.
Le crochet de Poisson de F et G est la fonction

{F,G} = 〈Fp, Gq〉 − 〈Fq, Gp〉 = 〈J∇F,∇G〉

Proposition 4.5 (Propriétés du crochet de Poisson)
Le crochet de Poisson {·, ·} vérifie

1. R-bilinéarité ;
2. Antisymétrie, i.e. {F,G} = −{G,F} ∀F,G ∈ C1(U) ;
3. Identité de Jacobi :

{F, {G,H}}+ {G, {H,F}}+ {H, {F,G}} = 0 ∀F,G,H ∈ C2(U).

Définition 4.3 (Champ de vecteurs Hamiltonien)
Soit F (q, p) ∈ C1(U) un Hamiltonien. On dénote par XF le champ de vecteurs associé au
système Hamiltonien y′(t) = J∇F (y(t)), i.e.

XF =
n∑
i=1

(
Fpj

∂

∂qj
− Fqj

∂

∂pj

)

On dira que XF est un champ de vecteurs Hamiltonien.
Pour G ∈ C1(U), remarquons que

XF (G) = {F,G} = −{G,F} = −XG(F )

Lemme 4.6 (Lemme d’intégrabilité)
Soit f(y) ∈ C1(V,Rn), V ⊂ Rn ouvert et simplement connexe, telle que Jf(y) soit
symétrique ∀y ∈ V .
Alors il existe une fonction scalaire H telle que

f(y) = ∇H(y)

globalement sur V .
En particulier, si V est seulement supposé ouvert, alors pour tout y0 ∈ V , il existe une
fonction scalaire H telle que f(y) = ∇H(y) au voisinage de y0.

Démonstration.
C’est un résultat classique en analyse vectorielle. Voir [Cha05] pour plus de détails.

Théorème 4.7 (Théorème de Poincaré)
Soit

X =
2n∑
i=1

fi(y) ∂
∂yi

un champ de vecteurs de classe Ck, k ≥ 1, sur un ouvert V ⊂ R2n.
Alors X est localement Hamiltonien si et seulement si le flot φt associé à f est canonique
pour tout t (dans le domaine de définition I du flot).
Si de plus V est simplement connexe, alors on peut remplacer local par global dans l’énoncé
ci-dessus.
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Démonstration.
Soit Φy(t, y) = Φt

y(y) la matrice Jacobienne (par rapport à la variable y) du flot φt(y).
Comme φt(y) satisfait φt(t, y) = f(φt(y)), on a toujours

∂Φy

∂t
(t, y) = Jf (φt(y))Φy(t, y)

Partie 1: Seulement si
Supposons que X soit localement Hamiltonien.
Soit y0 fixé. On montre que ΦT

y JΦy(t, y0) = J pour tout t.

Ecrivons X = XF , i.e. f = J∇F , au voisinage de y0. Alors dans un voisinage de (0, y0),
on a f(φt(y)) = J∇F (φt(y)).
Dans ce voisinage, la dérivée de Φy(t, y) par rapport à t est donnée par

∂Φy

∂t
(t, y) = Jf (φt(y))Φy(t, y) = JFyy(φt(y))Φy(t, y) et donc

∂ΦT
y JΦy

∂t
(t, y) =

(
ΦT
y (t, y)Fyy(φt(y))JT

)
JΦy(t, y) + ΦT

y (t, y)J
(
JFyy(φt(y))Φy(t, y)

)
= 0,

car Fyy = F T
yy et JT = −J .

Ainsi, ΦT
y JΦy(t, y) = ΦT

y JΦy(0, y) = J au voisinage de (0, y0).

Par l’absurde, ΦT
y JΦy(t, y0) 6= J pour tout t ≥ 0 (le cas t ≤ 0 est analogue). Soit t0 > 0

minimal tel que
ΦT
y JΦy(t, y0) = J ∀0 ≤ t ≤ t0

Pour t > t0, écrivons t = t0 + s et φt(y) = φs(φt0(y)). Alors

Φy(t, y) = Φy(s, φt0(y))Φy(t0, y)

Pour y = y0, on a ΦT
y JΦy(t0, y0) = J par hypothèse. De plus, par l’argument précédent

appliqué à φt0(y0), pour s assez petit, on a aussi ΦT
y JΦy(s, φt0(y0)) = J .

Il découle que ΦT
y JΦy(t, y0) = J pour t assez proche de t0. E

Partie 2: Si
Supposons que φt soit canonique, i.e. ΦT

y JΦy(t, y) = J . Alors

∂ΦT
y JΦy

∂t
(t, y) = ΦT

y (t, y)JTf (φt(y))JΦy(t, y) + ΦT
y (t, y)JJf (φt(y))Φy(t, y) = 0

Comme Φy(t, y) et ΦT
y (t, y) sont de plein rang pour tout (t, y), on doit avoir

JTf (φt(y))J = −JJf (φt(y)), i.e. (JJf (φt(y)))T = JJf (φt(y))

i.e. JJf (φt(y)) est symétrique. En particulier, pour t = 0, −JJf (y) est symétrique et par
le Lemme d’intégrabilité, −Jf(y) = ∇F (y), i.e. f(y) = J∇F (y), localement (globalement
si V est simplement connexe).
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Théorème 4.8 (Extension d’un difféomorphisme en difféomorphisme canonique)
Soient V1, U1 ⊂ Rn ouverts, ξ ∈ U1, η ∈ Rn, x ∈ V1, y ∈ Rn.
Soit a(ξ) = x un difféomorphisme tel que a ∈ C2(U1, V1). Alors pour toute fonction scalaire
v ∈ C2(U1), la fonction

W (x, η) = 〈a−1(x), η〉 − v(a−1(x))

induit le difféomorphisme canonique u : U1 × Rn → V1 × Rn, u(ξ, η) = (x, y), défini parx = a(ξ)
y = Wx(a(ξ), η) = (JTa )−1(ξ) · (η −∇v(ξ))

d’inverse ξ = a−1(x)
η = JTa (a−1(x)) · y +∇v(a−1(x))

Démonstration.
Montrons que u est canonique, i.e. que JTu JJu = J . On a

Ju =
(
Jx,ξ Jx,η
Jy,ξ Jy,η

)
=
(
Ja 0
Jy,ξ Jy,η

)

En développant le produit, on obtient

JTu JJu =
(

(−JTy,ξJa + JTa Jy,ξ) JTa Jy,η
−JTy,ηJa 0

)

Il faut donc montrer que JTa Jy,η = In et que JTa Jy,ξ est symétrique.
Or, Jy,η = Wxη(a(ξ), η) = Wηx(a(ξ), η)T = JTa−1 ◦ a = (JTa )−1.
De plus, y = Wx(a(ξ), η), donc Jy,ξ = WxxJa, où Wxx est la matrice Hessienne de W par
rapport à x. Ainsi, JTa Jy,ξ = JTaWxxJa est bien symétrique.

Exemple 4.1 (La projection stéréographique)
Un moyen classique pour montrer que la sphère Sn ⊂ Rn+1 est localement homéomorphe
à un ouvert de Rn est l’usage de la projection stéréographique.
Plaçons nous dans Rn+1. Etant donné un point X = (0, x) = (0, x1, ..., xn) sur l’hyperplan
{0}×Rn, on considère la droite passant par le pôle N = (1, 0, ..., 0) ∈ Sn et par X = (0, x).
Cette droite, décrite par {N+t(N−X) | t ∈ R}, intersecte la sphère percée

.
Sn = Sn\{N}

en un unique point. Ceci nous permet d’obtenir un homéomorphisme entre {0}×Rn ∼= Rn

et
.
Sn appelé projection stéréographique.

En résolvant simplement l’équation

|N + t(N −X)|2 = |(1 + t,−tx)|2 = (1 + t)2 + t2|x|2 = 1,

on trouve les solutions t = 0 (qui correspond au point N) et

t = − 2
1 + |x|2
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Figure 4.1 – La projection stéréographique dans R3

qui correspond au point (
|x|2 − 1
|x|2 + 1 ,

2x
|x|2 + 1

)
∈
.
Sn

Pour X = (x0, x) ∈ Rn+1, x0 > 0, on fait la même construction depuis le point X ′ = (0, x),
et on multiplie le résultat par un facteur x0 pour obtenir une application

b : Rn+1
+ → Rn+1 \ L+

b(x0, x) =
(
x0
|x|2 − 1
|x|2 + 1 , x0

2x
|x|2 + 1

)

où Rn+1
+ = R>0 × Rn, L+ = {(ξ0, ξ) | ξ0 ≥ 0, ξ = 0}, qui est un difféomorphisme d’inverse

a(ξ0, ξ) =
(
|(ξ0, ξ)|,

ξ

|(ξ0, ξ)| − ξ0

)

Ceci nous permet d’éviter une perte de dimension entre l’espace de départ et d’arrivée.
On retrouve la projection stéréographique usuelle lorsque l’on se restreint à x0 = 1.
En appliquant le Théorème 4.8 à a avec la fonction scalaire v = 0, on obtient une fonction

W : Rn+1
+ × Rn+1 −→ R

W (x0, x, η0, η) = 〈b(x0, x), (η0, η)〉 = x0η0 ·
|x|2 − 1
|x|2 + 1 + 2x0

|x|2 + 1 ·
n∑
i=1

xiηi

induisant le difféomorphisme canonique u : (Rn+1 \ L+)×Rn+1 → Rn+1
+ ×Rn+1 défini par

x0 = |(ξ0, ξ)|, x = ξ

|(ξ0, ξ)| − ξ0

y0 = ξ0η0 + 〈ξ, η〉
|(ξ0, ξ)|

, y = (|(ξ0, ξ)| − ξ0)η − (y0 − η0)ξ

Lorsque l’on se restreint à x0 = |(ξ0, ξ)| = 1 et y0 = 0 ( ⇐⇒ 〈(ξ0, ξ), (η0, η)〉 = 0), le
difféomorphisme u envoie le fibré tangent de la sphère percée

T(
.
Sn) = {(ξ0, ξ, η0, η) ∈ Rn+1

+ × Rn+1 | |(ξ0, ξ)| = 1, 〈(ξ0, ξ), (η0, η)〉 = 0}

sur ({1} × Rn)× ({0} × Rn) ∼= Rn × Rn.
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////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// (C) 2012--today, Alexander Grahn
//
// 3Dmenu.js
//
// version 20140923
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// 3D JavaScript used by media9.sty
//
// Extended functionality of the (right click) context menu of 3D annotations.
//
//  1.) Adds the following items to the 3D context menu:
//
//   * `Generate Default View'
//
//      Finds good default camera settings, returned as options for use with
//      the \includemedia command.
//
//   * `Get Current View'
//
//      Determines camera, cross section and part settings of the current view,
//      returned as `VIEW' section that can be copied into a views file of
//      additional views. The views file is inserted using the `3Dviews' option
//      of \includemedia.
//
//   * `Cross Section'
//
//      Toggle switch to add or remove a cross section into or from the current
//      view. The cross section can be moved in the x, y, z directions using x,
//      y, z and X, Y, Z keys on the keyboard, be tilted against and spun
//      around the upright Z axis using the Up/Down and Left/Right arrow keys
//      and caled using the s and S keys.
//
//  2.) Enables manipulation of position and orientation of indiviual parts and
//      groups of parts in the 3D scene. Parts which have been selected with the
//      mouse can be scaled moved around and rotated like the cross section as
//      described above. To spin the parts around their local up-axis, keep
//      Control key pressed while using the Up/Down and Left/Right arrow keys.
//
// This work may be distributed and/or modified under the
// conditions of the LaTeX Project Public License.
// 
// The latest version of this license is in
//   http://mirrors.ctan.org/macros/latex/base/lppl.txt
// 
// This work has the LPPL maintenance status `maintained'.
// 
// The Current Maintainer of this work is A. Grahn.
//
// The code borrows heavily from Bernd Gaertners `Miniball' software,
// originally written in C++, for computing the smallest enclosing ball of a
// set of points; see: http://www.inf.ethz.ch/personal/gaertner/miniball.html
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//host.console.show();

//constructor for doubly linked list
function List(){
  this.first_node=null;
  this.last_node=new Node(undefined);
}
List.prototype.push_back=function(x){
  var new_node=new Node(x);
  if(this.first_node==null){
    this.first_node=new_node;
    new_node.prev=null;
  }else{
    new_node.prev=this.last_node.prev;
    new_node.prev.next=new_node;
  }
  new_node.next=this.last_node;
  this.last_node.prev=new_node;
};
List.prototype.move_to_front=function(it){
  var node=it.get();
  if(node.next!=null && node.prev!=null){
    node.next.prev=node.prev;
    node.prev.next=node.next;
    node.prev=null;
    node.next=this.first_node;
    this.first_node.prev=node;
    this.first_node=node;
  }
};
List.prototype.begin=function(){
  var i=new Iterator();
  i.target=this.first_node;
  return(i);
};
List.prototype.end=function(){
  var i=new Iterator();
  i.target=this.last_node;
  return(i);
};
function Iterator(it){
  if( it!=undefined ){
    this.target=it.target;
  }else {
    this.target=null;
  }
}
Iterator.prototype.set=function(it){this.target=it.target;};
Iterator.prototype.get=function(){return(this.target);};
Iterator.prototype.deref=function(){return(this.target.data);};
Iterator.prototype.incr=function(){
  if(this.target.next!=null) this.target=this.target.next;
};
//constructor for node objects that populate the linked list
function Node(x){
  this.prev=null;
  this.next=null;
  this.data=x;
}
function sqr(r){return(r*r);}//helper function

//Miniball algorithm by B. Gaertner
function Basis(){
  this.m=0;
  this.q0=new Array(3);
  this.z=new Array(4);
  this.f=new Array(4);
  this.v=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.a=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.c=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.sqr_r=new Array(4);
  this.current_c=this.c[0];
  this.current_sqr_r=0;
  this.reset();
}
Basis.prototype.center=function(){return(this.current_c);};
Basis.prototype.size=function(){return(this.m);};
Basis.prototype.pop=function(){--this.m;};
Basis.prototype.excess=function(p){
  var e=-this.current_sqr_r;
  for(var k=0;k<3;++k){
    e+=sqr(p[k]-this.current_c[k]);
  }
  return(e);
};
Basis.prototype.reset=function(){
  this.m=0;
  for(var j=0;j<3;++j){
    this.c[0][j]=0;
  }
  this.current_c=this.c[0];
  this.current_sqr_r=-1;
};
Basis.prototype.push=function(p){
  var i, j;
  var eps=1e-32;
  if(this.m==0){
    for(i=0;i<3;++i){
      this.q0[i]=p[i];
    }
    for(i=0;i<3;++i){
      this.c[0][i]=this.q0[i];
    }
    this.sqr_r[0]=0;
  }else {
    for(i=0;i<3;++i){
      this.v[this.m][i]=p[i]-this.q0[i];
    }
    for(i=1;i<this.m;++i){
      this.a[this.m][i]=0;
      for(j=0;j<3;++j){
        this.a[this.m][i]+=this.v[i][j]*this.v[this.m][j];
      }
      this.a[this.m][i]*=(2/this.z[i]);
    }
    for(i=1;i<this.m;++i){
      for(j=0;j<3;++j){
        this.v[this.m][j]-=this.a[this.m][i]*this.v[i][j];
      }
    }
    this.z[this.m]=0;
    for(j=0;j<3;++j){
      this.z[this.m]+=sqr(this.v[this.m][j]);
    }
    this.z[this.m]*=2;
    if(this.z[this.m]<eps*this.current_sqr_r) return(false);
    var e=-this.sqr_r[this.m-1];
    for(i=0;i<3;++i){
      e+=sqr(p[i]-this.c[this.m-1][i]);
    }
    this.f[this.m]=e/this.z[this.m];
    for(i=0;i<3;++i){
      this.c[this.m][i]=this.c[this.m-1][i]+this.f[this.m]*this.v[this.m][i];
    }
    this.sqr_r[this.m]=this.sqr_r[this.m-1]+e*this.f[this.m]/2;
  }
  this.current_c=this.c[this.m];
  this.current_sqr_r=this.sqr_r[this.m];
  ++this.m;
  return(true);
};
function Miniball(){
  this.L=new List();
  this.B=new Basis();
  this.support_end=new Iterator();
}
Miniball.prototype.mtf_mb=function(it){
  var i=new Iterator(it);
  this.support_end.set(this.L.begin());
  if((this.B.size())==4) return;
  for(var k=new Iterator(this.L.begin());k.get()!=i.get();){
    var j=new Iterator(k);
    k.incr();
    if(this.B.excess(j.deref()) > 0){
      if(this.B.push(j.deref())){
        this.mtf_mb(j);
        this.B.pop();
        if(this.support_end.get()==j.get())
          this.support_end.incr();
        this.L.move_to_front(j);
      }
    }
  }
};
Miniball.prototype.check_in=function(b){
  this.L.push_back(b);
};
Miniball.prototype.build=function(){
  this.B.reset();
  this.support_end.set(this.L.begin());
  this.mtf_mb(this.L.end());
};
Miniball.prototype.center=function(){
  return(this.B.center());
};
Miniball.prototype.radius=function(){
  return(Math.sqrt(this.B.current_sqr_r));
};

//functions called by menu items
function calc3Dopts () {
  //create Miniball object
  var mb=new Miniball();
  //auxiliary vector
  var corner=new Vector3();
  //iterate over all visible mesh nodes in the scene
  for(i=0;i<scene.meshes.count;i++){
    var mesh=scene.meshes.getByIndex(i);
    if(!mesh.visible) continue;
    //local to parent transformation matrix
    var trans=mesh.transform;
    //build local to world transformation matrix by recursively
    //multiplying the parent's transf. matrix on the right
    var parent=mesh.parent;
    while(parent.transform){
      trans=trans.multiply(parent.transform);
      parent=parent.parent;
    }
    //get the bbox of the mesh (local coordinates)
    var bbox=mesh.computeBoundingBox();
    //transform the local bounding box corner coordinates to
    //world coordinates for bounding sphere determination
    //BBox.min
    corner.set(bbox.min);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    //BBox.max
    corner.set(bbox.max);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    //remaining six BBox corners
    corner.set(bbox.min.x, bbox.max.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.min.x, bbox.min.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.min.x, bbox.max.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.min.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.min.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.max.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
  }
  //compute the smallest enclosing bounding sphere
  mb.build();
  //
  //current camera settings
  //
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);
  var res=''; //initialize result string
  //aperture angle of the virtual camera (perspective projection) *or*
  //orthographic scale (orthographic projection)
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var aac=camera.fov*180/Math.PI;
    if(host.util.printf('%.4f', aac)!=30)
      res+=host.util.printf('\n3Daac=%s,', aac);
  }else{
      camera.viewPlaneSize=2.*mb.radius();
      res+=host.util.printf('\n3Dortho=%s,', 1./camera.viewPlaneSize);
  }
  //camera roll
  var roll = camera.roll*180/Math.PI;
  if(host.util.printf('%.4f', roll)!=0)
    res+=host.util.printf('\n3Droll=%s,',roll);
  //target to camera vector
  var c2c=new Vector3();
  c2c.set(camera.position);
  c2c.subtractInPlace(camera.targetPosition);
  c2c.normalize();
  if(!(c2c.x==0 && c2c.y==-1 && c2c.z==0))
    res+=host.util.printf('\n3Dc2c=%s %s %s,', c2c.x, c2c.y, c2c.z);
  //
  //new camera settings
  //
  //bounding sphere centre --> new camera target
  var coo=new Vector3();
  coo.set((mb.center())[0], (mb.center())[1], (mb.center())[2]);
  if(coo.length)
    res+=host.util.printf('\n3Dcoo=%s %s %s,', coo.x, coo.y, coo.z);
  //radius of orbit
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var roo=mb.radius()/ Math.sin(aac * Math.PI/ 360.);
  }else{
    //orthographic projection
    var roo=mb.radius();
  }
  res+=host.util.printf('\n3Droo=%s,', roo);
  //update camera settings in the viewer
  var currol=camera.roll;
  camera.targetPosition.set(coo);
  camera.position.set(coo.add(c2c.scale(roo)));
  camera.roll=currol;
  //determine background colour
  rgb=scene.background.getColor();
  if(!(rgb.r==1 && rgb.g==1 && rgb.b==1))
    res+=host.util.printf('\n3Dbg=%s %s %s,', rgb.r, rgb.g, rgb.b);
  //determine lighting scheme
  switch(scene.lightScheme){
    case scene.LIGHT_MODE_FILE:
      curlights='Artwork';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NONE:
      curlights='None';break;
    case scene.LIGHT_MODE_WHITE:
      curlights='White';break;
    case scene.LIGHT_MODE_DAY:
      curlights='Day';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NIGHT:
      curlights='Night';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BRIGHT:
      curlights='Hard';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RGB:
      curlights='Primary';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BLUE:
      curlights='Blue';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RED:
      curlights='Red';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CUBE:
      curlights='Cube';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CAD:
      curlights='CAD';break;
    case scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP:
      curlights='Headlamp';break;
  }
  if(curlights!='Artwork')
    res+=host.util.printf('\n3Dlights=%s,', curlights);
  //determine global render mode
  switch(scene.renderMode){
    case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
      currender='BoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
      currender='TransparentBoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
      currender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
      currender='Vertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
      currender='ShadedVertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
      currender='Wireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
      currender='ShadedWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID:
      currender='Solid';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
      currender='Transparent';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
      currender='SolidWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
      currender='TransparentWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
      currender='Illustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
      currender='SolidOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
      currender='ShadedIllustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
      currender='HiddenWireframe';break;
  }
  if(currender!='Solid')
    res+=host.util.printf('\n3Drender=%s,', currender);
  //write result string to the console
  host.console.show();
//  host.console.clear();
  host.console.println('%%\n%% Copy and paste the following text to the\n'+
    '%% option list of \\includemedia!\n%%' + res + '\n');
}

function get3Dview () {
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);
  var coo=camera.targetPosition;
  var c2c=camera.position.subtract(coo);
  var roo=c2c.length;
  c2c.normalize();
  var res='VIEW%=insert optional name here\n';
  if(!(coo.x==0 && coo.y==0 && coo.z==0))
    res+=host.util.printf('  COO=%s %s %s\n', coo.x, coo.y, coo.z);
  if(!(c2c.x==0 && c2c.y==-1 && c2c.z==0))
    res+=host.util.printf('  C2C=%s %s %s\n', c2c.x, c2c.y, c2c.z);
  if(roo > 1e-9)
    res+=host.util.printf('  ROO=%s\n', roo);
  var roll = camera.roll*180/Math.PI;
  if(host.util.printf('%.4f', roll)!=0)
    res+=host.util.printf('  ROLL=%s\n', roll);
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var aac=camera.fov * 180/Math.PI;
    if(host.util.printf('%.4f', aac)!=30)
      res+=host.util.printf('  AAC=%s\n', aac);
  }else{
    if(host.util.printf('%.4f', camera.viewPlaneSize)!=1)
      res+=host.util.printf('  ORTHO=%s\n', 1./camera.viewPlaneSize);
  }
  rgb=scene.background.getColor();
  if(!(rgb.r==1 && rgb.g==1 && rgb.b==1))
    res+=host.util.printf('  BGCOLOR=%s %s %s\n', rgb.r, rgb.g, rgb.b);
  switch(scene.lightScheme){
    case scene.LIGHT_MODE_FILE:
      curlights='Artwork';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NONE:
      curlights='None';break;
    case scene.LIGHT_MODE_WHITE:
      curlights='White';break;
    case scene.LIGHT_MODE_DAY:
      curlights='Day';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NIGHT:
      curlights='Night';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BRIGHT:
      curlights='Hard';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RGB:
      curlights='Primary';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BLUE:
      curlights='Blue';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RED:
      curlights='Red';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CUBE:
      curlights='Cube';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CAD:
      curlights='CAD';break;
    case scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP:
      curlights='Headlamp';break;
  }
  if(curlights!='Artwork')
    res+='  LIGHTS='+curlights+'\n';
  switch(scene.renderMode){
    case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
      defaultrender='BoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
      defaultrender='TransparentBoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
      defaultrender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
      defaultrender='Vertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
      defaultrender='ShadedVertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
      defaultrender='Wireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
      defaultrender='ShadedWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID:
      defaultrender='Solid';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
      defaultrender='Transparent';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
      defaultrender='SolidWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
      defaultrender='TransparentWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
      defaultrender='Illustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
      defaultrender='SolidOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
      defaultrender='ShadedIllustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
      defaultrender='HiddenWireframe';break;
  }
  if(defaultrender!='Solid')
    res+='  RENDERMODE='+defaultrender+'\n';

  //detect existing Clipping Plane (3D Cross Section)
  var clip=null;
  if(
    clip=scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
    clip=scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
  );
  for(var i=0;i<scene.nodes.count;i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(nd==clip||nd.name=='') continue;
    var ndUTFName='';
    for (var j=0; j<nd.name.length; j++) {
      var theUnicode = nd.name.charCodeAt(j).toString(16);
      while (theUnicode.length<4) theUnicode = '0' + theUnicode;
      ndUTFName += theUnicode;
    }
    var end=nd.name.lastIndexOf('.');
    if(end>0) var ndUserName=nd.name.substr(0,end);
    else var ndUserName=nd.name;
    respart='  PART='+ndUserName+'\n';
    respart+='    UTF16NAME='+ndUTFName+'\n';
    defaultvals=true;
    if(!nd.visible){
      respart+='    VISIBLE=false\n';
      defaultvals=false;
    }
    if(nd.opacity<1.0){
      respart+='    OPACITY='+nd.opacity+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    if(nd.constructor.name=='Mesh'){
      currender=defaultrender;
      switch(nd.renderMode){
        case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
          currender='BoundingBox';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
          currender='TransparentBoundingBox';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
          currender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
        case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
          currender='Vertices';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
          currender='ShadedVertices';break;
        case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
          currender='Wireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
          currender='ShadedWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID:
          currender='Solid';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
          currender='Transparent';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
          currender='SolidWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
          currender='TransparentWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
          currender='Illustration';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
          currender='SolidOutline';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
          currender='ShadedIllustration';break;
        case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
          currender='HiddenWireframe';break;
        //case scene.RENDER_MODE_DEFAULT:
        //  currender='Default';break;
      }
      if(currender!=defaultrender){
        respart+='    RENDERMODE='+currender+'\n';
        defaultvals=false;
      }
    }
    if(origtrans[nd.name]&&!nd.transform.isEqual(origtrans[nd.name])){
      var lvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(1,0,0));
      var uvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(0,1,0));
      var vvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1));
      respart+='    TRANSFORM='
               +lvec.x+' '+lvec.y+' '+lvec.z+' '
               +uvec.x+' '+uvec.y+' '+uvec.z+' '
               +vvec.x+' '+vvec.y+' '+vvec.z+' '
               +nd.transform.translation.x+' '
               +nd.transform.translation.y+' '
               +nd.transform.translation.z+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    respart+='  END\n';
    if(!defaultvals) res+=respart;
  }
  if(clip){
    var centre=clip.transform.translation;
    var normal=clip.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1));
    res+='  CROSSSECT\n';
    if(!(centre.x==0 && centre.y==0 && centre.z==0))
      res+=host.util.printf(
        '    CENTER=%s %s %s\n', centre.x, centre.y, centre.z);
    if(!(normal.x==1 && normal.y==0 && normal.z==0))
      res+=host.util.printf(
        '    NORMAL=%s %s %s\n', normal.x, normal.y, normal.z);
    res+=host.util.printf(
      '    VISIBLE=%s\n', clip.visible);
    res+=host.util.printf(
      '    PLANECOLOR=%s %s %s\n', clip.material.emissiveColor.r,
             clip.material.emissiveColor.g, clip.material.emissiveColor.b);
    res+=host.util.printf(
      '    OPACITY=%s\n', clip.opacity);
    res+=host.util.printf(
      '    INTERSECTIONCOLOR=%s %s %s\n',
        clip.wireframeColor.r, clip.wireframeColor.g, clip.wireframeColor.b);
    res+='  END\n';
//    for(var propt in clip){
//      console.println(propt+':'+clip[propt]);
//    }
  }
  res+='END\n';
  host.console.show();
//  host.console.clear();
  host.console.println('%%\n%% Add the following VIEW section to a file of\n'+
    '%% predefined views (See option "3Dviews"!).\n%%\n' +
    '%% The view may be given a name after VIEW=...\n' +
    '%% (Remove \'%\' in front of \'=\'.)\n%%');
  host.console.println(res + '\n');
}

//add items to 3D context menu
runtime.addCustomMenuItem("dfltview", "Generate Default View", "default", 0);
runtime.addCustomMenuItem("currview", "Get Current View", "default", 0);
runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 0);

//menu event handlers
menuEventHandler = new MenuEventHandler();
menuEventHandler.onEvent = function(e) {
  switch(e.menuItemName){
    case "dfltview": calc3Dopts(); break;
    case "currview": get3Dview(); break;
    case "csection":
      addremoveClipPlane(e.menuItemChecked);
      break;
  }
};
runtime.addEventHandler(menuEventHandler);

//global variable taking reference to currently selected node;
var target=null;
selectionEventHandler=new SelectionEventHandler();
selectionEventHandler.onEvent=function(e){
  if(e.selected&&e.node.name!=''){
    target=e.node;
  }else{
    target=null;
  }
}
runtime.addEventHandler(selectionEventHandler);

cameraEventHandler=new CameraEventHandler();
cameraEventHandler.onEvent=function(e){
  var clip=null;
  runtime.removeCustomMenuItem("csection");
  runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 0);
  if(clip=scene.nodes.getByName('$$$$$$')|| //predefined
    scene.nodes.getByName('Clipping Plane')){ //added via context menu
    runtime.removeCustomMenuItem("csection");
    runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 1);
  }
  if(clip){//plane in predefined views must be rotated by 90 deg around normal
    clip.transform.rotateAboutLineInPlace(
      Math.PI/2,clip.transform.translation,
      clip.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1))
    );
  }
  for(var i=0; i<rot4x4.length; i++){rot4x4[i].setIdentity()}
  target=null;
}
runtime.addEventHandler(cameraEventHandler);

var rot4x4=new Array(); //keeps track of spin and tilt axes transformations
//key event handler for scaling moving, spinning and tilting objects
keyEventHandler=new KeyEventHandler();
keyEventHandler.onEvent=function(e){
  var backtrans=new Matrix4x4();
  var trgt=null;
  if(target) {
    trgt=target;
    var backtrans=new Matrix4x4();
    var trans=trgt.transform;
    var parent=trgt.parent;
    while(parent.transform){
      //build local to world transformation matrix
      trans.multiplyInPlace(parent.transform);
      //also build world to local back-transformation matrix
      backtrans.multiplyInPlace(parent.transform.inverse.transpose);
      parent=parent.parent;
    }
    backtrans.transposeInPlace();
  }else{
    if(
      trgt=scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
      trgt=scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
    ) var trans=trgt.transform;
  }
  if(!trgt) return;

  var tname=trgt.name;
  if(typeof(rot4x4[tname])=='undefined') rot4x4[tname]=new Matrix4x4();
  if(target)
    var tiltAxis=rot4x4[tname].transformDirection(new Vector3(0,1,0));
  else  
    var tiltAxis=trans.transformDirection(new Vector3(0,1,0));
  var spinAxis=rot4x4[tname].transformDirection(new Vector3(0,0,1));

  //get the centre of the mesh
  if(target&&trgt.constructor.name=='Mesh'){
    var centre=trans.transformPosition(trgt.computeBoundingBox().center);
  }else{ //part group (Node3 parent node, clipping plane)
    var centre=new Vector3(trans.translation);
  }
  switch(e.characterCode){
    case 30://tilt up
      rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
          -Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,tiltAxis);
      trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,tiltAxis);
      break;
    case 31://tilt down
      rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
          Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,tiltAxis);
      trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,tiltAxis);
      break;
    case 28://spin right
      if(e.ctrlKeyDown&&target){
        trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,spinAxis);
      }else{
        rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
            -Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,new Vector3(0,0,1));
        trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,new Vector3(0,0,1));
      }
      break;
    case 29://spin left
      if(e.ctrlKeyDown&&target){
        trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,spinAxis);
      }else{
        rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
            Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,new Vector3(0,0,1));
        trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,new Vector3(0,0,1));
      }
      break;
    case 120: //x
      translateTarget(trans, new Vector3(1,0,0), e);
      break;
    case 121: //y
      translateTarget(trans, new Vector3(0,1,0), e);
      break;
    case 122: //z
      translateTarget(trans, new Vector3(0,0,1), e);
      break;
    case 88: //shift + x
      translateTarget(trans, new Vector3(-1,0,0), e);
      break;
    case 89: //shift + y
      translateTarget(trans, new Vector3(0,-1,0), e);
      break;
    case 90: //shift + z
      translateTarget(trans, new Vector3(0,0,-1), e);
      break;
    case 115: //s
      trans.translateInPlace(centre.scale(-1));
      trans.scaleInPlace(1.01);
      trans.translateInPlace(centre.scale(1));
      break;
    case 83: //shift + s
      trans.translateInPlace(centre.scale(-1));
      trans.scaleInPlace(1/1.01);
      trans.translateInPlace(centre.scale(1));
      break;
  }
  trans.multiplyInPlace(backtrans);
}
runtime.addEventHandler(keyEventHandler);

//translates object by amount calculated from Canvas size
function translateTarget(t, d, e){
  var cam=scene.cameras.getByIndex(0);
  if(cam.projectionType==cam.TYPE_PERSPECTIVE){
    var scale=Math.tan(cam.fov/2)
              *cam.targetPosition.subtract(cam.position).length
              /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
  }else{
    var scale=cam.viewPlaneSize/2
              /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
  }
  t.translateInPlace(d.scale(scale));
}

function addremoveClipPlane(chk) {
  var curTrans=getCurTrans();
  var clip=scene.createClippingPlane();
  if(chk){
    //add Clipping Plane and place its center either into the camera target
    //position or into the centre of the currently selected mesh node
    var centre=new Vector3();
    if(target){
      var trans=target.transform;
      var parent=target.parent;
      while(parent.transform){
        trans=trans.multiply(parent.transform);
        parent=parent.parent;
      }
      if(target.constructor.name=='Mesh'){
        var centre=trans.transformPosition(target.computeBoundingBox().center);
      }else{
        var centre=new Vector3(trans.translation);
      }
      target=null;
    }else{
      centre.set(scene.cameras.getByIndex(0).targetPosition);
    }
    clip.transform.setView(
      new Vector3(0,0,0), new Vector3(1,0,0), new Vector3(0,1,0));
    clip.transform.translateInPlace(centre);
  }else{
    if(
      scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
      scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
    ){
      clip.remove();clip=null;
    }
  }
  restoreTrans(curTrans);
  return clip;
}

//function to store current transformation matrix of all nodes in the scene
function getCurTrans() {
  var tA=new Array();
  for(var i=0; i<scene.nodes.count; i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(nd.name=='') continue;
    tA[nd.name]=new Matrix4x4(nd.transform);
  }
  return tA;
}

//function to restore transformation matrices given as arg
function restoreTrans(tA) {
  for(var i=0; i<scene.nodes.count; i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(tA[nd.name]) nd.transform.set(tA[nd.name]);
  }
}

//store original transformation matrix of all mesh nodes in the scene
var origtrans=getCurTrans();

//set initial state of "Cross Section" menu entry
cameraEventHandler.onEvent(1);

//host.console.clear();



////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// (C) 2012, Michail Vidiassov, John C. Bowman, Alexander Grahn
//
// asylabels.js
//
// version 20120912
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// 3D JavaScript to be used with media9.sty (option `add3Djscript') for
// Asymptote generated PRC files
//
// adds billboard behaviour to text labels in Asymptote PRC files so that
// they always face the camera under 3D rotation.
//
//
// This work may be distributed and/or modified under the
// conditions of the LaTeX Project Public License.
// 
// The latest version of this license is in
//   http://mirrors.ctan.org/macros/latex/base/lppl.txt
// 
// This work has the LPPL maintenance status `maintained'.
// 
// The Current Maintainer of this work is A. Grahn.
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////

var bbnodes=new Array(); // billboard meshes
var bbtrans=new Array(); // billboard transforms

function fulltransform(mesh) 
{ 
  var t=new Matrix4x4(mesh.transform); 
  if(mesh.parent.name != "") { 
    var parentTransform=fulltransform(mesh.parent); 
    t.multiplyInPlace(parentTransform); 
    return t; 
  } else
    return t; 
} 

// find all text labels in the scene and determine pivoting points
var nodes=scene.nodes;
var nodescount=nodes.count;
var third=1.0/3.0;
for(var i=0; i < nodescount; i++) {
  var node=nodes.getByIndex(i); 
  var name=node.name;
  var end=name.lastIndexOf(".")-1;
  if(end > 0) {
    if(name.charAt(end) == "\001") {
      var start=name.lastIndexOf("-")+1;
      if(end > start) {
        node.name=name.substr(0,start-1);
        var nodeMatrix=fulltransform(node.parent);
        var c=nodeMatrix.translation; // position
        var d=Math.pow(Math.abs(nodeMatrix.determinant),third); // scale
        bbnodes.push(node);
        bbtrans.push(Matrix4x4().scale(d,d,d).translate(c).multiply(nodeMatrix.inverse));
      }
    }
  }
}

var camera=scene.cameras.getByIndex(0); 
var zero=new Vector3(0,0,0);
var bbcount=bbnodes.length;

// event handler to maintain camera-facing text labels
billboardHandler=new RenderEventHandler();
billboardHandler.onEvent=function(event)
{
  var T=new Matrix4x4();
  T.setView(zero,camera.position.subtract(camera.targetPosition),
            camera.up.subtract(camera.position));

  for(var j=0; j < bbcount; j++)
    bbnodes[j].transform.set(T.multiply(bbtrans[j]));
  runtime.refresh(); 
}
runtime.addEventHandler(billboardHandler);

runtime.refresh();





Proposition 4.9 (Projection stéréographique vue comme inversion)
La projection stéréographique est la restriction à

.
Sn d’une application de la forme

tP,α : Rm \ {P} → Rm \ {P}

x 7→ α
x− P
|x− P |2

+ P

où m ≥ 1, α ∈ R \ {0}, et P ∈ Rm.
Une telle application est appelée inversion.

Démonstration.
On pose m = n+ 1, P = N = (1, 0, ..., 0) et α = 2.
Il suffit de remarquer que pour (ξ0, ξ) ∈

.
Sn, on a

|(ξ0, ξ)−N |2 = |(ξ0, ξ)|2 − 2〈(ξ0, ξ), N〉+ |N |2 = 2(1− ξ0)

et donc (tN,2)|.Sn correspond bien à la projection stéréographique de
.
Sn vers {0} × Rn.

Proposition 4.10
Soit tP,α : Rm \ {P} → Rm \ {P} une inversion et soit Sk une k-sphère, 0 ≤ k ≤ m− 1,
de Rm \ {P}. Alors :

1. Si la fermeture de Sk dans Rm ne contient pas le point P , l’image de Sk par tP,α
est une k-sphère.

2. Si la fermeture de Sk dans Rm contient le point P , l’image de Sk par tP,α est un
k-plan affine.

Démonstration.
On fait ici l’esquisse d’une preuve qui est tirée de [J.B81].
Remarquons que tP,α = TP ◦ hα ◦ I ◦ T−P , où hα est une homothétie de facteur α, Tv est
une translation de vecteur v, et

I : Rm \ {0} → Rm \ {0}

x 7→ x

|x|2

Comme hα et Tv préservent les sphères et les plans pour tout α 6= 0 et v ∈ Rm, il suffit de
montrer la proposition pour l’inversion I.

On commence par traiter le cas k = m− 1, i.e. celui des hypersphères et des hyperplans.
Soit alors

S = {x ∈ Rm \ {0} | ||x||2 − 2〈x,C〉+ ||C||2 = r2}, r > 0
une hypersphère de Rm \ {0}. L’image S ′ de S par I est donnée par

S ′ = {y ∈ Rm \ {0} | || y

||y||2
||2 − 2〈 y

||y||2
, C〉+ ||C||2 = r2}

= {y ∈ Rm \ {0} | 1− 2〈y, C〉 = ||y||2(r2 − ||C||2)}
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Si r2−||C||2 = 0, i.e. si 0 appartient à la fermeture de S dans Rm, on obtient un ensemble
de la forme {y | y1A1 + ...+ ymAm = d}, ce qui correspond bien à un hyperplan affine.
Si r2 − ||C||2 6= 0, on peut écrire

S ′ = {y ∈ Rm \ {0} | ||y||2 − 2〈y, C̃〉+ ||C̃||2 = δ2},

où C̃ = C

||C||2 − r2 et δ2 = ||C̃||2 − 1
||C||2 − r2 > 0, ce qui correspond bien à une hyper-

sphère.

Pour le cas général, on peut montrer qu’une k-sphère est l’intersection d’un nombre fini
d’hypersphères. Ainsi, comme I est un homéomorphisme (d’inverse I), le point précédent
assure qu’une k-sphère est envoyée sur une h-sphère ou sur un h-plan affine (selon si la
fermeture de la sphère dans Rm contient ou non le point 0).
Le fait que la dimension soit préservée, i.e. k = h, est un corollaire du Théorème
d’invariance du domaine de Brouwer.

Corollaire 4.11
Soit C un cercle (une 2-sphère) de

.
Sn = Sn \ {N}. Alors :

1. Si la fermeture de C dans Sn ne contient pas le point N , l’image de C par la
projection stéréographique est un cercle.

2. Si la fermeture de C dans Sn contient le point N , l’image de C par la projection
stéréographique est une droite.
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Chapitre 5

Intégrales premières et Théorème de Noether

Dans ce chapitre, on étudie des quantités qui sont constantes pour toutes les solutions d’un
système différentiel y′(t) = f(y(t)). Dans le cas d’un système Hamiltonien, on montrera
par exemple que la quantité H(y(t)) est toujours constante pour toutes les solutions y(t)
du système.
On montrera aussi que de telles quantités peuvent êtres obtenues à partir d’actions de
groupes canoniques qui laissent invariant le Hamiltonien H. De telles actions de groupes
sont souvent appelées symétries.

5.1 Intégrales premières

Définition 5.1 (Intégrale première)
Soit une équation différentielle y′(t) = f(y(t)), où f : V → Rn, V ⊂ Rn un ouvert
connexe, et soit φt le flot associé. On dit qu’une fonction non constante G : V → R est
une intégrale première (globale) de f si

G ◦ φt = G

En d’autres termes, une intégrale première est une fonction non constante qui est constante
sur chaque solution de y′(t) = f(y(t)).
En présence d’une intégrale globale G, on dira aussi que la quantité G est conservée.

Si G : D → R est une intégrale première de f�D, où D ⊂ V est un ouvert connexe, on
dira G est une intégrale première non globale de f .

Remarque 5.1
Par la Proposition 2.9, le champ de vecteurs X associé à f est donné par

X(h) = ∂

∂t
h(φt(y))

∣∣∣∣
t=0

Ainsi, si G ∈ C1 est une intégrale première de f , il découle que X(G) = 0.
Réciproquement, si G ∈ C1 est non constante et X(G) = 0, alors pour tout s ∈ I :

0 = X(G)(φs(y)) = ∂

∂t
G(φt(φs(y)))

∣∣∣∣
t=0

= ∂

∂t
G(φt(y))

∣∣∣∣
t=s
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et donc G ◦ φt ne dépend pas du temps, i.e. G ◦ φt = G ◦ φ0 = G et G est une intégrale
première de f .

Définition 5.2 (Intégrale première)
Soit X un champ de vecteurs sur un ouvert connexe V ⊂ Rn. On dit qu’une fonction
G ∈ C1(V,R) est une intégrale première (globale) de X si

X(G) = 0 et ∇G 6= 0

On a la même distinction qu’auparavant entre une intégrale première globale et non
globale.

Remarque 5.2
Si X = XF est un champ de vecteurs Hamiltonien, il découle de l’observation faite dans
la Définition 4.3 que

XF (G) = 0 ⇐⇒ {F,G} = 0 ⇐⇒ {G,F} = 0 ⇐⇒ XG(F ) = 0

Proposition 5.3 (Intégrale première de l’énergie)
Soit X = XF un champ de vecteurs Hamiltonien non trivial sur un ouvert connexe
V ⊂ R2n. Alors F est une intégrale première de XF appelée intégrale de l’énergie.

Démonstration.
On a toujours XF (F ) = {F, F} = −{F, F} = 0. De plus, XF est non trivial si et seulement
si ∇F 6= 0.

Théorème 5.4 (Existence d’intégrales premières non globales)
Soit f ∈ Ck(V,Rn), k ≥ 1, V ⊂ Rn ouvert et connexe. Soit y∗ ∈ V tel que f(y∗) 6= 0.
Alors f possède n − 1 intégrales premières de classe Ck non globales et linéairement
indépendantes.

Démonstration.
Soit ψt(z) = te1 + z le flot associé à g(z) = e1 dans Rn. Il est clair que ψt(z) possède
R2(z) = z2, ..., Rn(z) = zn comme intégrales premières.
Soit u : D2 → D1 ⊂ V un Ck-difféomorphisme tel que g�D2 = J−1

u f ◦ u, où D2, y∗ ∈ D1
sont des voisinages ouverts connexes (existe par le Théorème 2.10).
Alors S2(z) = R2 ◦ u−1(z), ..., Sn(z) = Rn ◦ u−1(z) sont des intégrales premières non
globales de f . En effet, pour i = 2, ..., n :

Si ◦ φt = Si ◦ (u ◦ ψt ◦ u−1) = Ri ◦ ψt ◦ u−1 = Ri ◦ u−1 = Si

De plus, elles sont linéairement indépendantes, car sinon, la matrice Jacobienne de u−1 ne
serait pas inversible.

Corollaire 5.5
Soit F ∈ Ck+1(V ), k ≥ 1, V ⊂ R2n ouvert et connexe. Soit y∗ ∈ V tel que ∇F (y∗) 6= 0.
Alors XF possède 2n− 1 intégrales premières de classe Ck non globales et linéairement
indépendantes.
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Théorème 5.6 (Théorème de Poisson)
Soit XF un champ de vecteurs Hamiltonien sur un ouvert connexe V ⊂ R2n.
Si G et H ∈ C2 sont deux intégrales premières de XF et {G,H} est non constante, alors
{G,H} est aussi une intégrale première de XF .

Démonstration.
Par l’identité de Jacobi,

{F, {G,H}} = −{G, {H,F}} − {H, {F,G}} = −{G, 0} − {H, 0} = 0

Remarque 5.7 (Restriction d’un système Hamiltonien à des surfaces)
Soit y′(t) = ∇H(y(t)) un système Hamiltonien non trivial sur un ouvert connexe V . Sur
cet ensemble, le Hamiltonien H est nécessairement défini à une constante près. Cette
restriction peut être assouplie lorsqu’on étudie le système Hamiltonien pour une énergie
H0 donnée.
En effet, sous cette condition initiale, on sait que la solution y(t) sera contenue dans la
surface d’énergie S = {y ∈ R2n | H(y) = H0}. Ainsi, si K est un autre Hamiltonien tel
que S ′ = {y ∈ R2n | K(y) = K0} = S et ∇K = ∇H sur S, alors H et K définissent le
même système Hamiltonien pour l’énergie H0 de H ⇐⇒ l’énergie K0 de K.
Par exemple, si H ∈ C1(V, U), U ⊂ R ouvert, ∇H 6= 0, et ψ ∈ C1(U,R) est injective
et telle que ψ(H0) = k, ψ′(H0) = 1, alors K = ψ(H) satisfait les hypothèses ci-dessus
pour K0 = k et donc définit le même système Hamiltonien que H sur la surface d’énergie S.

Considérons maintenant un changement de variable temporel

s =
∫ t

0
λ(φσ(x, y))dσ

où φσ est le flot associé au système Hamiltonien y′(t) = ∇H(y(t)). Le nouveau système
z′(s) = λ−1(s)∇H(z(s)) associé à ce changement de variable (c.f. Proposition 2.14) n’est
pas globalement Hamiltonien. Cependant, sur la surface S, la fonction K = λ−1(H −H0)
est de gradient ∇K = λ−1∇H et donc ∇K définit le même système d’équations que
λ−1∇H sur cette surface (sous condition d’existence et unicité de solutions des deux
systèmes associés pour toute condition initiale donnée).

5.2 Théorème de Noether

Définition 5.3 (Groupe de Lie matriciel)
Un groupe de Lie matriciel (G, ·) est un sous-groupe de (GL(n,R), ·), le groupe des
matrices réelles n× n inversibles muni de la multiplication usuelle, qui est de plus une
sous-variété de Rn2 (voir Annexe A pour des rappels sur les sous-variétés).

Remarque 5.8
Certains auteurs utilisent la définition suivante différente, mais équivalente, pour la notion
de groupe de Lie matriciel :
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Un groupe de Lie matriciel (G, ·) est un sous-groupe fermé de (GL(n,R), ·) (muni de
la topologie usuelle sur Rn2).
On pourra se référer à la section 2 de [Jr08] pour cela.

Définition 5.4 (Sous-groupe à un paramètre)
Soit (G, ·) un groupe de Lie matriciel.
On appelle sous-groupe à un paramètre de G un homomorphisme de groupes
φ : (R,+)→ (G, ·) tel que φ ∈ C1(R,G).

Définition 5.5 (Action de groupe canonique)
Soit (G, ·) un groupe de Lie matriciel et soit ψ : G×V → V une action de groupe, V ⊂ R2n

ouvert.
On dit que ψ est une action de groupe canonique si ψ ∈ C1(G × V, V ) (au sens des
sous-variétés) et si ψg(·) = ψ(g, ·) : V → V est un difféomorphisme canonique pour tout
g ∈ G.

Proposition 5.9
Soient V ⊂ R2n ouvert et simplement connexe, (G, ·) un groupe de Lie matriciel, ψ :
G × V → V une action de groupe canonique et g(t) un sous-groupe à un paramètre de G.
Alors le flot défini par φt(x) = ψg(t)(x), t ∈ R, x ∈ V , est de classe C1 et le champ de
vecteurs associé

X(h) = ∂

∂t
h(φt)

∣∣∣∣
t=0

= ∂

∂t
h(ψg(t))

∣∣∣∣
t=0

est globalement Hamiltonien, i.e. X = XG pour un certain Hamiltonien G.

Démonstration. Le flot est C1, car c’est une composition d’applications de classe C1. Le
fait que le champ de vecteurs est globalement Hamiltonien découle du Théorème 4.7.

Théorème 5.10 (Théorème de Noether, version simplifiée)
Soient V ⊂ R2n ouvert, simplement connexe, et H ∈ C1(V ) un Hamiltonien.
Soit (G, ·) un groupe de Lie matriciel et soit ψ : G×V → V une action de groupe canonique
telle que

H ◦ ψg = H ∀g ∈ G

Alors pour tout sous-groupe à un paramètre g(t) de G, la fonction G obtenue comme dans
la Proposition 5.9 est une intégrale première globale de XH .

Démonstration.

XH(G) = 0 ⇐⇒ XG(H) = 0 ⇐⇒ ∂

∂t
H(ψg(t))

∣∣∣∣
t=0

= 0

Remarque 5.11
Les définitions données plus haut ont été faites dans le contexte des groupes de Lie
matriciel.
La Proposition 5.9 et le Théorème de Noether restent vrais (avec la même preuve) dans le
contexte où V ⊂ R2n est ouvert et simplement connexe, (G, ·) est un groupe quelconque tel
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que G ⊂ Rm, ψ : G×V → V est une action de groupe telle que ψg(·) = ψ(g, ·) : V → V est
un difféomorphisme canonique pour tout g ∈ G, g : (R,+)→ (G, ·) est un homomorphisme
de groupes tel que g ∈ C1(R, G) et le flot φt(x) = ψg(t)(x), t ∈ R, x ∈ V , est supposé de
classe C1(R× V, V ).
Cependant, avec de tels groupes (G, ·), on n’a pas nécessairement une caractérisation des
homomorphismes g comme ci-dessous.

Théorème 5.12 (Sous-groupe matriciel à un paramètre)
Soit (G, ·) un groupe de Lie matriciel.
Soit g : R → G un sous-groupe à un paramètre de G. Alors il existe A ∈ TIG (l’espace
tangent à G en l’identité) tel que g(t) = etA.
Réciproquement, pour tout A ∈ TIG, g(t) = etA est un sous-groupe à un paramètre de G.

Démonstration.
Soit g(t) un sous-groupe à un paramètre de G. Alors

g′(t) = lim
t→0

g(t+ h)− g(t)
h

= lim
t→0

g(t) · g(h)− g(t)
h

= lim
t→0

g(t) · (g(h)− I)
h

= g(t) · g′(0)

donc g(t) est solution du problème linéaire

(Cau) =

g′(t) = g(t) · A, t ∈ R
g(0) = I

où g′(0) = A, problème qui admet g(t) = etA comme unique solution. De plus, g(t) est une
courbe différentiable dans G telle que g(0) = I et g′(0) = A, donc A ∈ TIG par définition
de l’espace tangent à une sous-variété.

Pour la seconde direction, on pourra se référer à [Hal15] (Corollaire 2.35).

Définition 5.6 (Algèbre de Lie)
Soit (G, ·) un groupe de Lie matriciel.
L’espace g = {A ∈ Rn×n | g(t) = etA est un sous-groupe à un paramètre de G} = TIG est
appelé l’algèbre de Lie du groupe G.

La table 5.1 plus bas indique les algèbres de Lie de groupes de Lie matriciel standards.
Les preuves sont faites en Annexe B.

Remarque 5.13
Dans le contexte du Théorème de Noether, l’application qui à un élément A de l’algèbre
de Lie g de (G, ·) associe une intégrale première GA de H est une application R-linéaire.
Ainsi, pour déterminer toutes les intégrales premières d’une action canonique, on pourra
considérer uniquement les intégrales premières données par une base de l’algèbre de Lie g
et utiliser ensuite la linéarité.
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Table 5.1 – Groupes de Lie matriciel et leur algèbre de Lie
Groupe de Lie matriciel Algèbre de Lie

GL(n) = {M ∈ Rn×n | det(M) 6= 0} gl(n) = Rn×n

SL(n) = {M ∈ Rn×n | detM = 1} sl(n) = {A ∈ Rn×n | Tr(A) = 0}
O(n) = {M ∈ Rn×n |MTM = 1} so(n) = {A ∈ Rn×n | AT + A = 0}
SO(n) = {M ∈ Rn×n | detM = 1,MTM = I} so(n) = {A ∈ Rn×n | AT + A = 0}
Sp(2n) = {M ∈ R2n×2n |MTJM = J} sp(2n) = {A ∈ R2n×2n | ATJ + JA = 0}

Cependant, il n’est pas garanti que les intégrales premières obtenues d’une base de g
soient toutes linéairement indépendantes.

5.3 Conservation de la quantité de mouvement totale

On reprend les notations de l’Exemple 3.1.
On considère en toute généralité un Hamiltonien H(q, p), où q = (Q1, ..., QN) et p =
(P1, ..., PN), Qi, Pi ∈ Rd, tel que H est invariant par l’action par translations de (Rd,+)
suivante :

Qj 7→ Qj + v Pj 7→ Pj

qui est trivialement canonique.
Les homomorphismes continument différentiables g(t) : (R,+)→ (Rd,+) sont exactement
ceux de la forme g(t) = tv, où v ∈ Rd.
Ainsi, le champ de vecteurs associé au flot

φt(Q1, ..., QN , P1, ..., PN) = (Q1 + tv, ..., QN + tv, P1, ..., PN)

induit par g(t) est donné par

X(h) = ∂

∂t
h(φt)

∣∣∣∣
t=0

=
N∑
i=1
〈∇Qi

h, v〉 = XG(h), où G =
N∑
i=1
〈Pi, v〉

Ainsi, pour tout v ∈ Rd, G = ∑N
i=1〈Pi, v〉 est une intégrale première de XH , i.e. G est

constante sur chaque solution de l’équation y′(t) = J∇H(y(t)).
Dans le cas d’un Hamiltonien de la forme

H(q, p) =
(

N∑
i=1

1
2mj

|Pj|2
)

+ U(Q1, ..., QN)

comme dans l’Exemple 3.1, on a Pi = miQ̇i, i = 1, ..., N , et donc

G =
N∑
i=1
〈miQ̇i, v〉

est une intégrale première de l’équation d’Euler-Lagrange pour tout v ∈ Rd.
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En particulier, la quantité de mouvement totale du système
N∑
i=1

miQ̇i =
d∑
j=1

(
N∑
i=1
〈miQ̇i, ej〉

)
ej

est conservée.

Exemple 5.1 (Réduction du problème à deux corps)
On considère le Hamiltonien du problème à deux corps

H(q, p) = 1
2m1
|P1|2 + 1

2m1
|P2|2 + k

|Q1 −Q2|
, k ∈ R \ {0}, Qi, Pi ∈ R3

et le système HamiltonienQ̇i(t) = 1
mi

Pi(t), i = 1, 2

Ṗi(t) = −UQi
(Q1(t)−Q2(t)), i = 1, 2

associé.
Soit (Q1(t), Q2(t), P1(t), P2(t)) une solution de ce système.
Considérons le centre de masse R(t) et les coordonnées relatives r(t) du système :

R(t) = m1Q1(t) +m2Q2(t)
m1 +m2

, r = Q1(t)−Q2(t)

Etant donné que le Hamiltonien H est invariant par l’action par translations de (R3,+)
vu dans la Section 5.3, la quantité de mouvement totale du système m1Q̇1(t) +m2Q̇2(t)
est constante et donc R(t) vérifie

R̈(t) = 0, i.e. R(t) = R(0) + Ṙ(0)t.

Les coordonnées relatives satisfont
ṙ(t) = Q̇1(t)− Q̇2(t) = 1

m1
P1(t)− 1

m2
P2(t) = s(t),

ṡ(t) = k ·
( 1
m1

+ 1
m2

)
r(t)
|r(t)|3

i.e. (r(t), s(t)) est solution du système Hamiltonien donné par

H(r, s) = 1
2 |s|

2 + k̃

|r|
, k̃ =

( 1
m1

+ 1
m2

)
· k ∈ R \ {0}, r, s ∈ R3, r 6= 0

Remarquons finalement que l’on peut exprimer Q1(t) et Q2(t) en fonction de R(t) et r(t)
comme

Q1(t) = R(t) + m2

m1 +m2
r(t), Q2(t) = R(t)− m1

m1 +m2
r(t)

et donc il suffit de savoir résoudre le système Hamiltonien pour les coordonnées relatives
r(t) pour pouvoir résoudre le problème à deux corps.
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5.4 Conservation du moment cinétique total

On reprend les notations de l’Exemple 3.1.
On considère en toute généralité un Hamiltonien H(q, p), où q = (Q1, ..., QN) et p =
(P1, ..., PN), Qi, Pi ∈ Rd, tel que H est invariant par l’action par "rotations" de (SO(d), ·)
suivante :

Qj 7→ RQj Pj 7→ RPj

qui est canonique.
Les sous-groupes à un paramètre g(t) : (R,+) → (O(d), ·) sont exactement ceux de la
forme g(t) = etA, où A ∈ Rd×d, AT + A = 0 (c.f. Table 5.1 et Annexe B).
Remarquons que le flot

φt(Q1, ..., QN , P1, ..., PN) = (etAQ1, ..., e
tAQN , e

tAP1, ..., e
tAPN)

associé à g(t) est le flot du champ de vecteurs associé au système d’équations différentiellesQ̇i(t) = AQi(t), i = 1, ..., N
Ṗi(t) = APi(t), i = 1, ..., N

et donc le champ de vecteurs associé est

X =
N∑
i=1
〈AQi,∇Qi

〉+
N∑
i=1
〈APi,∇Pi

〉 = XG, où G =
N∑
i=1
〈AQi, Pi〉

Ainsi, pour tout A ∈ Rd×d, AT + A = 0, G = ∑N
i=1〈AQi, Pi〉 est une intégrale de H.

En prenant des générateurs Ai,j, 1 ≤ i < j ≤ d, de so(d) telles que Ai,j est la matrice
nulle avec coefficient 1 à la coordonnée (i, j) et −1 à la coordonnée (j, i), on obtient que
les fonctions

Gi,j =
N∑
k=1

(Qk)j · (Pk)i − (Qk)i · (Pk)j

sont des intégrales premières de XH .
Dans le cas d’un Hamiltonien de la forme

H(q, p) =
(

N∑
i=1

1
2mj

|Pj|2
)

+ U(Q1, ..., QN)

comme dans l’Exemple 3.1, on a Pi = miQ̇i, i = 1, ..., N , et donc on peut réécrire les
intégrales Gi,j comme

Gi,j =
N∑
k=1

mk(Qk)j · (Q̇k)i −mk(Qk)i · (Q̇k)j

En dimension d = 3, ces intégrales correspondent (à un signe près) aux composantes du
moment cinétique total du système.
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5.5 Conservation des angles et des normes

Considérons un Hamiltonien quelconque H(q, p), q, p ∈ Rn, invariant sous l’action de
(SL(2), ·) suivante :

q 7→ aq + bp, p 7→ cq + dp,

(
a b
c d

)
∈ SL(2)

qui est canonique.
Les sous-groupes à un paramètre g(t) : (R,+)→ (SL(2), ·) sont exactement ceux de la
forme g(t) = etA, où A ∈ R2×2, Tr(A) = 0 (c.f. Table 5.1 et Annexe B).
On considère les générateurs A1, A2, A3 de sl(2) définis par

A1 =
(

1 0
0 −1

)
, A2 =

(
0 1
0 0

)
, A3 =

(
0 0
1 0

)
,

et tels que

etA1 =
(
et 0
0 e−t

)
, etA2 =

(
1 t
0 1

)
, etA3 =

(
1 0
t 1

)
Ainsi, les champs de vecteurs associés aux flots

φt1(q, p) = (etq, e−tp)
φt2(q, p) = (q + tp, p)
φt3(q, p) = (q, tq + p)

induits par A1, A2, A3 sont donnés par

X1(h) = ∂

∂t
h(φt1)

∣∣∣∣
t=0

= 〈q,∇qh〉+ 〈p,∇ph〉 = XG1(h), où G1 = 〈q, p〉

X2(h) = ∂

∂t
h(φt2)

∣∣∣∣
t=0

= 〈p,∇qh〉 = XG2(h), où G2 = 1
2 |p|

2

X3(h) = ∂

∂t
h(φt3)

∣∣∣∣
t=0

= 〈q,∇ph〉 = XG3(h), où G3 = 1
2 |q|

2

Ainsi, les quantités 〈q, p〉, |p|2, |q|2 sont des intégrales premières de XH .

Exemple 5.2 (Géodésique sur Sn)
On applique le résultat précédent au Hamiltonien

H(q, p) = 1
2
(
|q|2|p|2 − 〈q, p〉2

)
= 1

2 det
(
〈q, q〉 〈q, p〉
〈p, q〉 〈p, p〉

)

qui est invariant par l’action de (SL(2), ·) ci-dessus.
Le système associé est q̇(t) = |q|2p− 〈q, p〉q,

ṗ(t) = −|p|2q + 〈q, p〉p
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On sait alors que 〈q, p〉, |p|2, |q|2 peuvent être traitées comme constantes et donc que le
système se résoud comme un système linéaire y′(t) = Ay(t) avec matrice

A =
(
−〈q0, p0〉 |q0|2
−|p0|2 〈q0, p0〉

)
.

Le polynôme caractéristique de cette matrice est λ2 + 2H0 et donc ses valeurs propres
sont λ1,2 = ±i

√
2H0, car H0 ≥ 0 par l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Si H0 > 0, les solutions sont de la forme cos(±
√

2H0t)v1 + sin(±
√

2H0t)v2, vi ∈ R2n, et
donc sont périodiques.
Si on considère un problème avec ce même Hamiltonien H restreint au cas où les inté-
grales G1, G3 valent 〈q, p〉 = 0, |q|2 = 1, on retombe sur l’équation géodésique standard
sur Sn vu dans l’Exemple 3.3. La contrainte supplémentaire H = 1

2 est équivalente à
celle que |p|2 = 1, i.e. la solution (q(t), p(t)) est contenue dans le fibré tangent unité
T1(Sn) = {(q, p) ∈ R2n | |q| = |p| = 1, 〈q, p〉 = 0} de la sphère Sn.

Notons finalement que H est aussi invariant par l’action par rotations de (S(n), ·) vu dans
la Section 5.4 et donc que les quantités

Gi,j = qj · pi − qi · pj, 1 ≤ i < j ≤ n

sont aussi des intégrales premières de XH .
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Chapitre 6

Problème de Kepler

6.1 Caractérisation des solutions pour l’énergie négative

On reprend les notations de l’Exemple 4.1.
Le but de ce chapitre est de montrer le Théorème suivant :

Théorème 6.1
Le problème de Kepler donné par l’Hamiltonien

H(q, p) = 1
2 |p|

2 − 1
|q|
, q, p ∈ Rn, q 6= 0

avec énergie H0 = −1
2 est équivalent au sens étendu au problème géodésique donné par

Φ(ξ0, ξ, η0, η) = 1
2
(
|(ξ0, ξ)|2|(η0, η)|2 − 〈(ξ0, ξ), (η0, η)〉2

)
,

où (ξ0, ξ, η0, η) ∈ (Rn+1 \ L+)× Rn+1, avec intégrales |(ξ0, ξ)| = 1, 〈(ξ0, ξ), (η0, η)〉 = 0 et
Φ0 = 1

2 (⇐⇒ |(η0, η)| = 1).

Démonstration.
La preuve est comme suit : Tout d’abord, on transforme le champ de vecteurs XΦ en
un champ de vecteurs non Hamiltonien qui est équivalent au sens étendu à XΦ et qui,
lorsque XΦ est restreint à la surface T1(

.
Sn), définit le même système que le Hamiltonien

du problème de Kepler pour l’énergie −1
2 . Ensuite, on calcule explicitement le passage

d’une solution au problème géodésique à une solution au problème de Kepler.

Partie 1: Transformation de Φ
On reprend le difféomorphisme canonique u : (Rn+1 \ L+) × Rn+1 → Rn+1

+ × Rn+1 de
l’Exemple 4.1 défini par

x0 = |(ξ0, ξ)|, x = ξ

|(ξ0, ξ)| − ξ0

y0 = ξ0η0 + 〈ξ, η〉
|(ξ0, ξ)|

, y = (|(ξ0, ξ)| − ξ0)η − (y0 − η0)ξ
(6.1)

L’application canonique u−1 transforme le Hamiltonien Φ sur le Hamiltonien F = Φ ◦ u−1.
Il suffit donc de trouver comment exprimer Φ en fonction de x0, x, y0, y pour déterminer
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F . Pour se faire, on exprime d’abord |x|2 et |y|2 en fonction de ξ0, ξ, η0, η et on remarque
que l’on retrouve Φ dans ces calculs. On a :

|x|2 =
(

|ξ|
|(ξ0, ξ)| − ξ0

)2

= |(ξ0, ξ)|+ ξ0

|(ξ0, ξ)| − ξ0
, |x|2 + 1 = 2|(ξ0, ξ)|

|(ξ0, ξ)| − ξ0
, et (6.2)

|y|2 = (|(ξ0, ξ)| − ξ0)2 |η|2 +
(
〈(ξ0, ξ), (η0, η)〉
|(ξ0, ξ)|

− η0

)2

|ξ|2

− 2 (|(ξ0, ξ)| − ξ0)
(
〈(ξ0, ξ), (η0, η)〉
|(ξ0, ξ)|

− η0

)
〈ξ, η〉

=
(
|(ξ0, ξ)| − ξ0

|(ξ0, ξ)|

)2 (
|(η0, η)|2|(ξ0, ξ)|2 − 〈(ξ0, ξ), (η0, η)〉2

)

où il faut écrire |ξ|2 = |(ξ0, ξ)|2 − ξ2
0 et 〈ξ, η〉 = 〈(ξ0, ξ), (η0, η)〉 − ξ0η0, et développer tous

les produits pour vérifier la dernière égalité.

Alors
F (x0, x, y0, y) = Φ ◦ u−1 = 1

8(|x|2 + 1)2|y|2

et F ne dépend pas de x0 et y0. Comme |(ξ0, ξ)| et 〈(ξ0, ξ), (η0, η)〉 sont des intégrales de
Φ, il découle que x0 et y0 sont des intégrales de F .
Comme x0 et y0 n’interviennent pas dans l’expression de F , on ne perd pas de généralité
à étudier F en se restreignant au cas x0 = 1, y0 = 0. Dans ce qui suit, on écrira par abus
de notation F (x, y) = F (1, x, 0, y) = 1

8(|x|2 + 1)2|y|2.
Par la loi de transformation, le flot φt associé au système de F est donné par φt = u◦ψt◦u−1,
où ψt est le flot géodésique sur T(

.
Sn).

On introduit maintenant la fonction ψ(k) =
√

2k. On a ψ(1
2) = 1 et ψ′(1

2) = 1. Sur la
surface d’énergie S = {(x, y) | F (x, y) = 1

2}, le Hamiltonien

K = ψ(F ) = 1
2(|x|2 + 1)|y|

définit le même système Hamiltonien que F . La surface d’énergie pour K qui coïncide
avec S est {(x, y) | K(x, y) = 1}.

Introduisons ensuite la variable temporelle

s = v(t, x, y) =
∫ t

0
|y ◦ φσ(x, y)|dσ

où y◦φ correspond à la projection sur la coordonnée y de φ. Cela correspond à λ(x, y) = |y|
au sens de la Proposition 2.14.
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Sur la surface S, la fonction R = 1
λ

(K − 1) = 1
|y|

(ψ(F )− 1) sert de Hamiltonien pour le
système

(ẋ(s), ẏ(s)) = 1
λ
J∇F

dont le flot est donné par
χs(x, y) = φv

−1(s,x,y)(x, y)
selon la Proposition 2.14.
Or,

R = 1
2(|x|2 + 1)− 1

|y|
= H + 1

2
et la surface d’énergie pour H qui coïncide avec S est {(x, y) | H(x, y) = −1

2}.

Finalement, on fait la transformation canonique (x, y) = w(q, p) = (p,−q) et on retrouve
le Hamiltonien du problème de Kepler.

Partie 2: Conclusion
Soit (ξ0(t), ξ(t), η0(t), η(t)) une solution au problème géodésique associé à Φ sur la surface
T1(

.
Sn). L’image de cette solution par le difféomorphisme u est une solution (1, x(t), 0, y(t))

au système (ẋ0(t), ẋ(t), ẏ0(t), ẏ(t)) = J∇F sur la surface d’énergie {(x, y) | F (x, y) = 1
2}.

Pour cette solution, le changement de variable temporel s = v(t, x(0), y(0)) associé est
explicitement donné par

s =
∫ t

0
|y(σ)|dσ =

∫ t

0
(1− ξ0(σ))dσ

Ainsi, la solution au problème de Kepler pour l’énergie −1
2 correspondante est donnée par

les relations (inversibles) suivantes :

p(s) = x(t) = ξ(t)
1− ξ0(t)

q(s) = −y(t) = (1− ξ0(t))η(t) + η0(t)ξ(t)

s =
∫ t

0
(1− ξ0(σ))dσ

Remarque 6.2
Soit (q(t), p(t)) une solution au problème de Kepler à énergie H0 = E < 0, i.e. (q(t), p(t))
satisfait H(q(0), p(0)) = E et 

q̇(t) = p(t)

ṗ(t) = q(t)
|q(t)|3

Alors pour tout δ > 0, (δ2q(δ−3s), δ−1p(δ−3s)) est une solution au problème de Kepler à
énergie H ′0 = δ−2E < 0.
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Corollaire 6.3
Soit (q(s), p(s)) une solution au problème de Kepler à énergie négative.
Alors exactement un des deux cas suivant a lieu :

1. (q(s), p(s)) est définie pour tout s ∈ R et est périodique ;
2. Il existe S > 0 tel que

lim
s→S−

q(s) = 0 et lim
s→S−

|q̇(s)| = lim
s→S−

|p(s)| = +∞

De plus, dans le premier cas, la trajectoire de la vitesse {p(s) | s ∈ R} est un cercle
et dans le second cas, la trajectoire {p(s) | s ∈ I}, où I correspond à l’intervalle
d’existence de la solution, est une droite.

Physiquement, en revenant au problème à deux corps, le deuxième cas signifie que les deux
corps considérés entrent en collision à un temps fini et que leur mouvement est rectiligne.

Démonstration.
La Remarque 6.2 montre que le comportement d’une solution (q(s), p(s)) au problème
de Kepler à énergie négative E < 0 est similaire à celui d’une solution (q̃(s), p̃(s)) au
problème de Kepler à énergie −1

2 .
Si (ξ0(t), ξ(t), η0(t), ξ(t)) est la solution au problème géodésique sur T1(

.
Sn) associée à

(q̃(s), p̃(s)), alors (ξ0(t), ξ(t)) détermine le comportement de (q(s), p(s)).
En effet, si (ξ0(t), ξ(t)) correspond à une géodésique sur

.
Sn dont la trajectoire (compactifiée

en prenant la fermeture dans Sn) n’inclut pas le pôle nord de la sphère, alors (q(s), p(s))
est définie pour tout s ∈ R et est une solution périodique.
Dans le cas contraire, (ξ0(t), ξ(t)) est une solution telle qu’il existe T > 0 tel que

lim
t→T−

ξ0(t) = 1,

et alors la solution (q(s), p(s)) dégénère au sens du second cas.
La caractérisation de {p(s) | s ∈ I} découle du fait que cette trajectoire vitesse est
l’image (ajustée par un facteur δ−1) par la projection stéréographique de la trajectoire
{(ξ0(t), ξ(t)) | t ∈ J} de la géodésique de

.
Sn, qui est un grand cercle comme nous avons

pu le voir dans l’Exemple 3.3.
Or, la projection stéréographique envoie les cercles compacts de

.
Sn sur des cercles et les

cercles non compacts de
.
Sn sur des droites par le Corollaire 4.11.

6.2 Symétrie du groupe SO(n+ 1) et vecteur de Runge-Lenz

Le Hamiltonien H du problème de Kepler est clairement invariant par l’action par rotations
de (SO(n), ·) vu dans la Section 5.4. Les quantités

Gi,j = qj · pi − qi · pj, 1 ≤ i < j ≤ n

sont donc des intégrales premières pour le problème de Kepler. Cependant, il existe un
groupe de symétries plus grand pour ce problème.
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En effet, le Hamiltonien Φ est invariant par l’action par rotations de (SO(n + 1), ·) vu
dans la Section 5.4. Les quantités

Γi,j = ξj · ηi − ξi · ηj, 0 ≤ i < j ≤ n

sont donc des intégrales premières de XΦ.
Pour 1 ≤ i < j ≤ n, les intégrales correspondantes pour XH avec énergie −1

2 sont données
par

Γ̃i,j = xj · yi − xi · yj = −pj · qi + pi · qj = −Gi,j,

où on a utilisé les relations (6.1), |(ξ0, ξ)| = 1, et (x, y) = (p,−q).
Elle coïncident avec les intégrales de l’action de (SO(n), ·) sur H.

Les intégrales intéressantes sont données pour i = 0 et 1 ≤ j ≤ n. On trouve

Γ̃0,j = −〈x, y〉xj + 1
2(|x|2 − 1)yj = 〈p, q〉pj −

1
2(|p|2 − 1)qj,

où on a utilisé les relations (6.1), (6.2), |(ξ0, ξ)| = 1, y0 = ξ0η0 +〈ξ, η〉 = 0, (x, y) = (p,−q),
et

〈x, y〉 = 〈ξ, η〉 −
(

y0 − η0

|(ξ0, ξ)| − ξ0

)
|ξ|2 = −ξ0η0 + η0

1− ξ0
(1− ξ2

0) = η0

Pour obtenir les intégrales correspondantes pour une énergie H < 0 quelconque, on fait
usage de la Remarque 6.2 et on obtient les intégrales

Lj = 〈δ−1p, δ2q〉δ−1pj −
1
2(|δ−1p|2 − 1)δ2qj, où δ =

√
−2H

= 〈p, q〉pj −
1
2(|p|2 + 2H)qj

= 〈p, q〉pj − |p|2qj + qj
|q|
, j = 1, ..., n

Finalement, on remarque que Lj, j = 1, ..., n, est une intégrale première globale de XH

pour n’importe quelle énergie. En effet, il suffit de voir que

XH(Lj) = {H,Lj} = 〈Hp, L
j
q〉 − 〈Hq, L

j
p〉

= 〈p, pjp− |p|2ej − qj
q

|q|3
+ ej
|q|
〉 − 〈 q

|q|3
, pjq + ej〈q, p〉 − 2qjp〉

= 0

Ainsi, le vecteur L = (Lj)1≤j≤n, appelé vecteur de Runge-Lenz, est une quantité
conservée du problème de Kepler.
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Annexe A

Rappels sur les sous-variétés de Rn

On rappelle ici, sans démonstration, des concepts de base sur les sous-variétés de Rn. On
se contentera de parler de sous-variétés différentiables de Rn, en laissant de côté la notion
de variétés différentiables abstraites. Cela suffit pour notre cadre. On notera tout de même
que l’on ne perd pas forcément de généralité en ne travaillant qu’avec des sous-variétés de
Rn. C’est l’objet du Théorème de plongement de Whitney.
Toutes les définitions et les résultats qui suivent sont tirés de [Laf96] et [Hai11].

Définition A.1 (Sous-variété de Rn)
Une sous-variété de Rn de classe Ck de dimension m, k ≥ 1, m ≥ 0, est un sous-
ensemble M ⊂ Rn tel que ∀p ∈ M , ∃U ⊂ Rn un ouvert, p ∈ U , ∃φ : U → V ⊂ Rn un
Ck-difféomorphisme tel que

φ(U ∩M) = V ∩ (Rm × {0}n−m)

On appelle (U, φ) une carte redressante (de classe Ck) au voisinage de p pour la
sous-variété M .
L’ensemble de toutes les cartes de classe Ck de M est appelé le Ck-atlas maximal de M .

Définition A.2 (Application de rang constant)
Soit f ∈ C1(U,Rn), U ⊂ Rm ouvert. Pour p ∈ U , on considère dpf la différentielle (au
sens de Fréchet) de f en p, qui est une application linéaire Rm → Rn. On dit que f est de
rang constant si rang(dpf) = dim Im(dpf) est constant sur U .
On dit que f est une immersion si dpf est injective ∀p ∈ U .
On dit que f est une submersion si dpf est surjective ∀p ∈ U .

Théorème A.1 (Caractérisation des sous-variétés de Rn)
Soit M ⊂ Rn. Sont équivalents :

1. M est une sous-variété de classe Ck de dimension m de Rn ;
2. ∀p ∈ M , ∃U ⊂ Rn ouvert, p ∈ U , ∃g : U → Rn−m une submersion de classe Ck

telle que U ∩M = g−1({0}) ;
3. ∀p ∈ M , ∃U ⊂ Rn ouvert, p ∈ U , ∃V ⊂ Rm ouvert, 0 ∈ V , ∃ψ : V → Rn

une immersion de classe Ck telle que ψ(0) = p et ψ : V → U ∩ M est un
homéomorphisme (par rapport aux topologies sous-espace respectives).
Une telle fonction ψ est appelée paramétrisation locale de M au voisinage de p.
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Définition A.3 (Espace tangent à une sous-variété)
Soit M ⊂ Rn une sous-variété. Un vecteur v ∈ Rn est dit tangent à la sous-variété M en
p ∈M s’il existe une courbe γ ∈ C1((−ε, ε),M), ε > 0, telle que γ(0) = p et γ̇(0) = v.
On note TpM l’ensemble des vecteurs tangents àM en p ; TpM est appelé espace tangent
à M en p.

Théorème A.2 (Caractérisation des espaces tangents)
Soit M ⊂ Rn une sous-variété de dimension m, p ∈ M . Considérons l’espace tangent
TpM . On a les descriptions suivantes de TpM :

1. Si (U, φ) est une carte redressante au voisinage de p, φ(p) = 0, alors

TpM = d0φ
−1(Rm × {0}n−m)

2. Si ψ est un paramétrage local au voisinage de p, ψ(q) = p, alors

TpM = Im(dqψ)

3. Si U est un voisinage de p dans Rn et g : U → Rn−m est une submersion telle que
U ∩M = g−1({0}), alors

TpM = ker(dpg)

Corollaire A.3
Soit M ⊂ Rn une sous-variété de dimension m, p ∈ M . L’espace tangent TpM est un
sous-espace vectoriel de Rn de dimension m.

Définition A.4 (Fibré tangent)
Soit M ⊂ Rn une sous-variété. On appelle fibré tangent l’ensemble

T(M) = {(p, v) | p ∈M, v ∈ TpM} ⊂ Rn × Rn

Définition A.5 (Différentiabilité sur une sous-variété)
Soient M , N deux sous-variétés de classe Cr de dimension m et n respectivement et soit
F : M → N une application.
On dit que F est différentiable de classe Ck, 1 ≤ k ≤ r, noté F ∈ Ck(M,N), si F est
continue (au sens topologique) et si ∀p ∈ M , ∃ des Ck-cartes (U, φ) de M , (V, ψ) de N
aux voisinages de p et F (p) respectivement telles que la fonction Fφψ(z) définie par

ψ ◦ F ◦ φ−1 : φ(U) ∩ (Rm × {0})→ Rn × {0}
(z, 0) 7→ (Fφψ(z), 0)

est de classe Ck au sens usuel.

Remarque A.4
La notion de différentiabilité ne dépend pas des cartes choisies. Cela découle du fait que
pour deux Ck-cartes (Ui, φi), (Uj, φj) de M telles que Ui,j = Ui ∩ Uj 6= ∅, on a que

φj,i = φj ◦ φ−1
i �φi(Ui,j)

est un Ck-difféomorphisme d’inverse φi,j et tel que

φj�Ui,j
= φj,i ◦ φi�Ui,j

L’application φj,i est appelée application de changement de cartes.
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Remarque A.5
Comme N ⊂ Ru et que les cartes (V, ψ) de N sont des difféomorphismes, une définition
équivalente à la différentiabilité de F : M → N imposerait seulement la condition que la
fonction Fφ(z) définie par

F ◦ φ−1 : φ(U) ∩ (Rm × {0})→ N ⊂ Ru

(z, 0) 7→ Fφ(z) := F ◦ φ−1(z, 0)

soit différentiable de classe Ck au sens usuel.
Avec cette définition, il est clair que si M est un ouvert de Rm (vu comme une sous-variété
de dimension m) et N est une sous-variété de Rn, la définition de différentiabilité de
classe Ck pour une application F : M → N coïncide avec la définition usuelle (il suffit de
prendre l’identité pour la carte φ de M).

Proposition A.6 (Composition d’applications différentiables)
Soient M , N , O trois sous-variétés et F ∈ Ck(M,N), G ∈ Ck(N,O).
Alors G ◦ F ∈ Ck(M,O)
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Annexe B

Calculs d’algèbres de Lie

Proposition B.1 (Rappels sur l’exponentielle d’une matrice)
L’exponentielle d’une matrice est l’application

exp(·) : Rn×n → Rn×n

A 7→ I +
∞∑
n=1

1
n!A

n

Une telle application est bien définie et vérifie :
1. exp(0) = I ;
2. exp(·) ∈ C∞(Rn×n,Rn×n) ;
3. d

dt
exp(tA) = exp(tA)A = A exp(tA) ∀A ∈ Rn×n ;

4. exp(A+B) = exp(A) · exp(B) si A et B commutent ;
5. exp(A) est inversible d’inverse exp(−A) ∀A ∈ Rn×n.

On note exp(A) = eA.

Démonstration. Voir la section 2 de [Hal15].

Proposition B.2 (Différentielle du déterminant)
Considérons l’application det : Rn×n → R.
Alors det(·) est de classe C∞ et

dA det(H) = Tr(Cof(A)TH)

où Cof(A) est la matrice de cofacteurs de A.

Démonstration.
det(·) est C∞, car le déterminant de A consiste juste en une somme/produit des coefficients
de A.

Partie 1: Différentielle en A = I

Tout d’abord, on étudie dI det(H). Comme le déterminant est donné par le produit des
valeurs propres, on a

det(I +H) =
n∏
i=1

(1 + λi),
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où {λ1, ..., λn} ⊂ C correspondent aux valeurs propres de H et {1 + λ1, ..., 1 + λn} ⊂ C
correspondent aux valeurs propres de I +H. Alors

det(I +H) = 1 +
n∑
i=1

λi +O(||H||2) = det(I) + Tr(H) +O(||H||2)

i.e. dI det(H) = Tr(H).

Partie 2: Différentielle en A inversible
Maintenant, considérons une matrice A inversible. Le déterminant s’écrit comme

det(A+H) = det(A+ AA−1H) = det(A(I + A−1H)) = det(A) det(I + A−1H)

d’où dA det(H) = det(A) Tr(A−1H) = Tr(det(A)A−1H) = Tr(Cof(A)TH).

Partie 3: Différentielle en A quelconque
Finalement, si A est quelconque, pour t ∈ R assez petit, A+ tI est inversible, et comme
det(·) est C∞, on obtient

dA det(H) = lim
t→0

dA+tI(H) = lim
t→0

Tr(Cof(A+ tI)TH) = Tr(Cof(A)TH)

Proposition B.3 (Déterminant de la matrice exponentielle)
Soit A ∈ Rn×n. Le déterminant de eA est donné par

det(eA) = eTr(A)

Démonstration.
Posons f(t) = det(etA). La dérivée de f est donnée par

f ′(t) = Tr(Cof(etA)T d
dt

exp(tA)) = Tr(Cof(etA)T etAA) = det(etA) Tr(A)

En intégrant, on obtient
f(t) = f(0)etTr(A) = etTr(A)

Exemple B.1 (Groupe linéaire inversible)
Considérons G = GL(n) = {M ∈ Rn×n | detM 6= 0} le groupe linéaire inversible.
Alors

g = {A ∈ Rn×n | etA ∈ GL(n,R) ∀t)}
= {A ∈ Rn×n | det(etA) 6= 0 ∀t}
= Rn×n

Exemple B.2 (Groupe spécial linéaire)
Considérons G = SL(n) = {M ∈ Rn×n | detM = 1} le groupe spécial linéaire.
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Alors

g = {A ∈ Rn×n | etA ∈ SL(n) ∀t}
= {A ∈ Rn×n | det(etA) = 1 ∀t}
= {A ∈ Rn×n | etTr(A) = 1 ∀t}
= {A ∈ Rn×n | Tr(A) = 0}

Exemple B.3 (Groupe orthogonal)
Considérons G = O(n) = {M ∈ Rn×n |MTM = I} le groupe orthogonal.
Alors

g = {A ∈ Rn×n | etA ∈ O(n) ∀t}
= {A ∈ Rn×n | (etA)T etA = I ∀t}

= {A ∈ Rn×n | d
dt

[
(etA)T etA

]
= 0 ∀t}

= {A ∈ Rn×n | (etAA)T etA + (etA)T (etAA) = 0 ∀t}
= {A ∈ Rn×n | AT + A = 0}

où on a utilisé (etA)T etA = I dans g pour la dernière égalité.

Exemple B.4 (Groupe spécial orthogonal)
Considérons G = SO(n) = {M ∈ Rn×n | detM = 1,MTM = I} le groupe spécial
orthogonal. Alors

g = {A ∈ Rn×n | etA ∈ SO(n) ∀t}
= {A ∈ Rn×n | det(etA) = 1, (etA)T etA = I ∀t}
= {A ∈ Rn×n | Tr(A) = 0} ∩ {A ∈ Rn×n | AT + A = 0}
= {A ∈ Rn×n | AT + A = 0}

Exemple B.5 (Groupe symplectique)
Considérons G = Sp(2n) = {M ∈ R2n×2n |MTJM = J} le groupe symplectique.
Alors

g = {A ∈ R2n×2n | etA ∈ Sp(2n) ∀t}
= {A ∈ R2n×2n | (etA)TJetA = J ∀t}

= {A ∈ R2n×2n | d
dt

[
(etA)TJetA

]
= 0 ∀t}

= {A ∈ R2n×2n | (etAA)TJetA + (etA)TJ(etAA) = 0 ∀t}
= {A ∈ R2n×2n | ATJ + JA = 0}

où on a utilisé (etA)TJetA = J dans g pour la dernière égalité.
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Annexe C

Déterminant d’une matrice symplectique

Considérons une matrice A ∈ Sp(2n) = {M ∈ R2n×2n |MTJM = J}.
On a immédiatement

det(ATJA) = det(A)2 det(J) = det(J)⇒ det(A) = ±1

Il se trouve en fait que det(A) = 1 et donc Sp(2n) est un sous-groupe de O(2n).
On donne ici une preuve basée sur la décomposition polaire en algèbre linéaire. L’idée de
la preuve peut être trouvée dans [MZ05] et [MM03].

Définition C.1
Une matrice O ∈ Rn×n est dite orthogonale si OTO = OOT = In.
Une matrice U ∈ Cn×n est dite unitaire si UT

U = UU
T = In. On note U∗ = U

T .

Théorème C.1 (Décomposition polaire)
Soit A ∈ Rn×n inversible.
Alors ∃P ∈ Rn×n symétrique définie positive, ∃O ∈ Rn×n orthogonale, telles que

A = PO

De plus, P et O sont uniques.

Démonstration. Voir la section 8 de [Hig08].
La preuve repose sur d’autres résultats classiques en algèbre linéaire : la décomposition en
valeurs singulières (SVD) et la racine carrée d’une matrice symétrique définie positive.

Proposition C.2
Soit A ∈ Sp(n).
Considérons la décomposition polaire A = PO de A. Alors P ∈ Sp(2n) et O ∈ Sp(2n).

Démonstration.

ATJA = J ⇐⇒ A = J−1(A−1)TJ = JT (A−1)TJ
⇐⇒ A = JT ((PO)−1)TJ = JT (P−1)TOJ
⇐⇒ A = JT (P−1)TJJTOJ = (JT (P−1)TJ)(JTOJ)
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Or, P ′ = JT (P−1)TJ est symétrique définie positive et O′ = JTOJ est orthogonale.
On conclut par unicité de la décomposition polaire que P ′ = P et O′ = O. On vérifie
facilement que cela est équivalent au fait que P ∈ Sp(2n) et O ∈ Sp(2n).

Théorème C.3
Considérons U(n) = {U ∈ Cn×n | U∗U = UU∗ = In} le groupe des matrices complexes
unitaires et SpO(2n) = Sp(2n) ∩O(2n) = {O ∈ R2n×2n | OTJO = O, OTO = I2n}. Alors
l’application

φ : U(n)→ SpO(2n)

A+ iB 7→
(
A B
−B A

)

est un homéomorphisme.

Démonstration.
Il suffit de montrer que

SpO(2n) = {
(
A B
−B A

)
| A+ iB ∈ U(n)}

Le fait que φ est un homéomorphisme est alors évident.
Tout d’abord, on remarque que

A+ iB ∈ U(n) ⇐⇒ (A− iB)T (A+ iB) = (ATA+BTB) + i(ATB −BTA) = In

⇐⇒ ATA+BTB = In et ATB −BTA = 0

⇐⇒
(
AT −BT

BT AT

)(
A B
−B A

)
=
(
ATA+BTB ATB −BTA
BTA− ATB BTB + ATA

)
=
(
In 0
0 In

)

⇐⇒
(
A B
−B A

)
∈ O(2n)

Partie 1: ⊃
Si A+ iB ∈ U(n), on a déjà que φ(A+ iB) est orthogonale par le point qui précède et la
condition φ(A+ iB)TJφ(A+ iB) = J devient équivalente à Jφ(A+ iB) = φ(A+ iB)J .
Or (

0 In
−In 0

)(
A B
−B A

)
=
(
−B A
−A −B

)
=
(
A B
−B A

)(
0 In
−In 0

)
donc φ(A+ iB) ∈ SpO(2n).

Partie 2: ⊂
Réciproquement, si

O =
(
A B
C D

)
∈ SpO(2n)

la condition OTJO = J est équivalente à JO = OJ (car OTO = I2n) et donc(
0 In
−In 0

)(
A B
C D

)
=
(
C D
−A −B

)
=
(
−B A
−D C

)
=
(
A B
C D

)(
0 In
−In 0

)
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d’où C = −B, D = A et O =
(
A B
−B A

)
.

Sous cette forme, la condition OTO = I2n est équivalente à celle que A+ iB soit unitaire
par le point préliminaire.

Proposition C.4
Soit O ∈ SpO(2n) = {O ∈ R2n×2n | OTJO = O, OTO = I2n}. Alors det(O) = 1.

Démonstration.
Ecrivons O =

(
A B
−B A

)
, A+ iB ∈ U(n). Alors

1√
2

(
In −iIn
−iIn In

)(
A B
−B A

)
1√
2

(
In iIn
iIn In

)
=
(
A+ iB 0

0 A− iB

)
.

De plus, étant donné que

1√
2

(
In −iIn
−iIn In

)
1√
2

(
In iIn
iIn In

)
= I2n,

on obtient

det(O) = det(A+ iB) det(A− iB) = det((A+ iB)(A− iB)) = det(In) = 1

Corollaire C.5
Soit A ∈ Sp(2n). Alors det(A) = 1.

Démonstration.
Soit A = PO la décomposition polaire de A. Comme P est symétrique définie positive,
det(P ) > 0. Par la proposition qui précède, det(O) = 1. Ainsi,

det(A) = det(P ) det(O) > 0⇒ det(A) = 1
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Annexe D

Equation d’Hamilton-Jacobi

Lemme D.1
Soient v, w 6= 0 ∈ R2n. Alors il existe une application linéaire inversible et canonique A
telle que Av = w.

Démonstration.
On construit par induction une base {v1, ..., v2n} de R2n telle que v1 = v, v2k−1Jv2k = 1
pour k = 1, ..., n et vTi Jvj = 0 sinon.
Posons v1 = v. Comme J est de plein rang, Jv1 6= 0. Posons v2 = cJv1, c 6= 0, de sorte
que vT1 Jv2 = |c| · ||Jv1||2 = 1. En particulier, v2 est linéairement indépendant de v1 (car
vT1 Jαv1 = (vT1 Jαv1)T = αvT1 J

Tv1 = −vT1 Jαv1 = 0 sinon).
Supposons maintenant que l’on ait construit {v1, v2, ..., v2k−1, v2k}, 1 ≤ k < n. On considère
V = span(v1, v2, ..., v2k−1, v2k) et V ⊥ = {w ∈ R2n | wTJv = 0 ∀v ∈ V }.
Alors V ⊕ V ⊥ = R2n et donc on peut prendre v2k+1 ∈ V ⊥ \ {0} quelconque et v2k+2 =
cJv∗2k+1, c ∈ R \ {0} adéquat, où v∗2k+1 = v2k+1 −

∑2k
i=1 αivi est le dernier vecteur

obtenu en appliquant le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt à l’ensemble
{v1, ..., v2k, v2k+1}.
Soit P la matrice dont les colonnes sont les {v1, v2, ..., v2n−1, v2n}. Alors

Pe1 = v1 = v et P TJP =



0 1 0 0 . . .
−1 0 1 0 . . .
0 −1 0 1 . . .
0 0 −1 0
... ... ... . . .

 =: Z

On fait pareil pour w et on trouve une matrice B telle que Be1 = w et BTJB = Z.
Alors BP−1 est la matrice de l’application linéaire recherchée.

Théorème D.2 (Théorème de redressement des champs de vecteurs Hamiltoniens)
Soit H ∈ Ck+1(V ) un Hamiltonien, k ≥ 1, V ⊂ R2n ouvert. Soit y∗ ∈ V tel que
∇H(y∗) = c 6= 0. Soit d 6= 0 ∈ R2n.
Alors il existe un voisinage D1 de y∗ et un Ck-difféomorphisme canonique u : D2 → D1,
D2 ⊂ R2n ouvert, tel que d = J−1

u J∇H ◦ u = J∇(H ◦ u) sur D2.

Démonstration.
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Soit u1 le difféomorphisme tel que

Jc = J−1
u1 J∇H ◦ u1

au voisinage de u−1
1 (y∗) obtenu comme dans la preuve du Théorème 2.10 appliqué au

champ de vecteurs J∇H. Comme Jc et J∇H sont des champs de vecteurs Hamiltoniens,
par contruction du difféomorphisme (c.f. preuve du Théorème 2.10), le Théorème 4.7
assure que u1 est canonique au voisinage de u−1

1 (y∗).
Soit u2(x) = Ax un difféomorphisme canonique tel que u2(d) = Jc (c.f. Lemme D.1).
Alors u = u1 ◦ u2 est un difféomorphisme canonique et

J−1
u J∇H ◦ u = J−1

u2 · (J
−1
u1 ◦ u2)J∇H ◦ u = A−1 ·

(
J−1
u1 J∇H ◦ u1

)
◦ u2 = A−1Jc = d

au voisinage de u−1(y∗).
Le fait que J−1

u J∇H ◦ u = J∇(H ◦ u) a déjà été démontré dans la Proposition 4.3.

Théorème D.3 (Forme implicite des difféomorphismes canoniques)
Soit u(ξ, η) = (a(ξ, η), b(ξ, η)), u ∈ C1(U, V ), U, V ⊂ R2n ouverts, un difféomorphisme
canonique tel que det(Ja,ξ(ξ∗, η∗)) 6= 0.
Alors u admet la représentation sous forme implicite suivante au voisinage de (ξ∗, η∗) :

u(ξ, η) = (x, y) ⇐⇒

ξ = Wη(x, η)
y = Wx(x, η)

où W ∈ C2 et det(Wxη) 6= 0.
Réciproquement, toute fonction scalaire W ∈ C2, det(Wxη(x∗, η∗)) 6= 0, définit impli-
citement (par les relations ci-dessus) un difféomorphisme canonique u au voisinage de
(ξ∗, η∗).

Démonstration.
Le fait que u admette localement une représentation sous forme implicite découle du
Théorème des fonctions implicites appliqué à l’équation a(ξ, η) = x.
Le fait que cette représentation soit en fait donnée par le gradient d’une fonction est plus
subtil. La preuve utilise le formalisme des formes différentielles (que nous n’avons pas
énoncé ici) et un résultat appelé le Lemme de Poincaré. Voir la section 1.4 de [MZ05]
pour plus de détails.

Théorème D.4 (Existence d’une solution locale à l’équation d’Hamilton-Jacobi)
Soit H ∈ Ck+1(V1×V2) un Hamiltonien, k ≥ 1, V1, V2 ⊂ Rn ouverts. Soit (x∗, y∗) ∈ V1×V2
tel que ∇H(x∗, y∗) = c 6= 0.
Alors l’équation aux dérivées partielles

H(x,Wx(x, η)) = η1, x ∈ V1, η ∈ Rn (Equation d’Hamilton-Jacobi)

admet au moins une solution locale.

Démonstration.
Soit u un difféomorphisme canonique tel que J∇(H ◦ u) = e1 dans un voisinage connexe
de u−1(x∗, y∗) (c.f. Théorème D.2).
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Alors H ◦ u(ξ, η) = η1 + C, C ∈ R, dans ce voisinage et quitte à remplacer u(ξ, η) par
ũ(ξ, η) = u(ξ, η − Ce1), on peut supposer H ◦ u(ξ, η) = η1.

Soit W une fonction qui représente implicitement le difféomorphisme u au voisinage de
(x∗, y∗) (c.f. Théorème D.3). Alors W est une solution locale de l’équation d’Hamilton-
Jacobi.
En effet,

u(ξ, η) = (x,Wx(x, η)) ⇐⇒

ξ = Wη(x, η)
Wx(x, η) = Wx(x, η)

et donc
H(x,Wx(x, η)) = H(u(Wη(x, η), η)) = η1

Remarque D.5
Toute solution W à l’équation d’Hamilton-Jacobi définit implicitement (localement) un
difféomorphisme canonique u(ξ, η) = (x, y) tel que

H(u(ξ, η)) = η1.

Ainsi, le flot au système Hamiltonien associé à H est donné (localement) par

φt(x, y) = u ◦ (t, ξ, η) 7→ (ξ + te1, η) ◦ u−1(x, y) = u ◦ (ξ + te1, η)

Exemple D.1 (Oscillateur harmonique simple)
Considérons

H(x, y) = 1
2my2 + k

2x
2, k > 0, x, y ∈ R

le Hamiltonien associé au problème de l’oscillateur harmonique simple.
L’équation d’Hamilton-Jacobi s’écrit comme

H(x,Wx(x, η)) = 1
2mWx(x, η)2 + k

2x
2 = η,

ce qui se réécrit comme
Wx(x, η) =

√
2mη −mkx2

sur D = {(x, η) ∈ R2 | η > 0, x2

η
≤ 2

k
} en supposant Wx ≥ 0.

Ainsi,

W (x, η) =
∫ x√

2mη −mkx2dx+ C(η) =
∫ x√

2mη ·
√

1− m2ω2x2

2mη dx+ C(η),

sur D, où on a écrit k = mω2, ω > 0. Alors le changement de variable

x = φ(u) =
√

2mη
mω

sin(u)
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mène à l’ensemble suivant de solutions explicites sur D :

W (x, η) = η

ω

(
arcsin

(
mωx√
2mη

)
+ mωx√

2mη ·
√

1− m2ω2x2

2mη

)
+ C(η).

En prenant C = 0, on obtient un difféomorphisme canonique sous forme implicite défini
par les relations

u(ξ, η) = (x, y) ⇐⇒


y = Wx(x, η) =

√
2mη −m2ω2x2

ξ = Wη(x, η) = 1
ω

arcsin
(
mωx√
2mη

)

On trouve facilement que u est un difféomorphisme [− π
2ω ,

π
2ω ]× R>0 → R× R≥0 donné

explicitement par

u(ξ, η) =
(

sin(ωξ)
√

2mη
mω

,
√

2mη cos(ωξ)
)

et qui est d’inverse

u−1(x, y) =
(

1
ω

arcsin
(

mωx√
y2 +m2ω2x2

)
,
y2 +m2ω2x2

2m

)
.

Alors le flot du problème de l’oscillateur harmonique simple sur {(t, x, y) ∈ R×R×R≥0}
est donné par

φt(x, y) = u ◦ (t, ξ, η) 7→ (ξ + t, η) ◦ u−1(x, y)

=
(
x cos(ωt) + y

mω
sin(ωt),−mωx sin(ωt) + y cos(ωt)

)

On remarque finalement que la restriction {(t, x, y) ∈ R× R× R≥0} est superflue et que
le flot φt(x, y) est en fait défini sur tout {(t, x, y) ∈ R× R× R}.
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