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Résumé

Dans ce projet, nous nous intéressons aux systemes Hamiltoniens sur I'espace
euclidien et aux transformations de leurs solutions.

Le premier chapitre rappelle des résultats standards sur la théorie des équations
différentielles ordinaires.

Dans le second chapitre, nous étudions comment se comporte les solutions
de systemes différentiels autonomes par difféomorphisme et nous montrons
que sous condition de régularité, le flot de tout systeéme différentiel peut étre
localement linéarisé.

Dans les deux chapitres qui suivent, nous dérivons la forme des systéemes Ha-
miltoniens a partir d’un principe variationnel et étudions ensuite les propriétés
particulieres de leur flot sous I’angle de transformations dites canoniques.

Le chapitre 5 met en relation, par une version simplifiée du Théoreme de Noe-
ther, les actions de groupes laissant invariant un Hamiltonien et les quantités
conservées du systeme Hamiltonien associé.

Finalement, nous appliquons la théorie développée au probleme de Kepler et
nous construisons une transformation mettant en lien le probleme de Kepler et
le probleme géodésique sur S".
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Notation

1. Si f(z) € CYR"), x = (1, ..., x,), on notera

_of

Jz (z) € C'(R")

la dérivée partielle de f par rapport a ;.

2. Si f(z) € C'(R"), on notera

0
Vi=/fe= (65 (x)> € C°(R",R")
i 1<i<n

le vecteur des dérivées partielles de f.

3. Si F(x) € C*(R™,RP), on notera

OF, 0

= R", RP*"

Jr (axj(x)>1§isp € COR", R
I<j<n

la matrice Jacobienne de F'.

4. Si f(z,y) € CHR™™), on notera V, f ou f, le vecteur de dérivées partielles de f
par rapport a la variable x = (x1, ..., z,,).

5. Si F(z,y) € C*R™™ RP), on notera Jp, la matrice Jacobienne de F' par rapport
a la variable = (21, ..., x,).

6. Si F(x,y) € C*(R"™™ RP), on notera F}, la matrice Jacobienne de V,F = F, par
rapport a la variable y = (y1, ..., Ym)-



Chapitre 1

Existence, unicité et différentiabilité par rapport aux
conditions initiales

Avant de commencer toute discussion sur les équations différentielles, on rappelle ici
quelques résultats standards d’existence et de régularité de leurs solutions.

Les preuves peuvent étres trouvées dans [Wal98] et [AMRSS].

Théoréme 1.1 (Cauchy-Lipschitz)
Soient I = [£ —a,& +a], a >0, et f(t,y) € C°(I x R",R") globalement Lipschitz par
rapport a la variable y, i.e. telle que

JA >0Vt el Vy,ye € R":|f(t, 1) — (£, y2)| < Alyn — o

Alors le probleme de Cauchy

y'(t) = f(t,ylt),tel

(Caw) = {y(f) =z eR”

admet une unique solution y € C*(I,R™).

Théoréme 1.2 (Cauchy-Lipschitz local)
Soient [ = [ —a,&+a], a > 0, et f(t,y) € C°(I x R",R") localement Lipschitz par
rapport a la variable y.

Alors le probléeme de Cauchy

y'(t) = f(t,yt), tel

(Cau) = {y(f) =z eR”

admet une unique solution locale y € Cl(jz, R™), € € I c I owvert.

De plus, siy € Cl(f, D), I= (& = b1, &+ by), et y n'admet aucun prolongement a droite
de I (respectivement da gauche), alors thril y(t) = +00 ou —oo (respectivement t — by ).
—02

Théoréme 1.3 (Théoreme d’existence de Péano)
Soient [ = [ —a,& +a], a >0, D CR" ouvert, et f(t,y) € C°(I x D,R").
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Alors le probléme de Cauchy

au) = y'(t) = f(ty(t), tel
(o) {y(f)zxeD

admet au moins une solution locale y € C'(I, D), € € I C I ouvert.

Théoréme 1.4 (Différentiabilité par rapport aux conditions initiales)
Soient [ = [¢ —a,& +a], a > 0, D C R"™ ouvert, et f(t,y) € C*(I x D,R"),k > 0,
localement Lipschitz par rapport a la variable y.

Pour tout x € D, il existe un ouvert v € U C D tel que les uniques solutions y(t,x) au
probléeme de Cauchy

y(t) = f(tyt)), tel
y§)=wveclU

ont un intervalle ouvert § € I C I d’existence commun et la fonction y: I x U — D ainsi
définie satisfait y € C*(I x U, D), y(0,z) = z, y:(t,x) = f(t,y(t,r)).

(Cau), = {



Chapitre 2

Flots, champs de vecteurs, et lois de transformation

Considérons un systeme d’équations différentielles autonome en coordonnées cartésiennes

On souhaite étudier comment se comporte ce systéeme lorsque 'on utilise les coordonnées
polaires, i.e. quel est le systéme associé aux nouvelles coordonnées (r(t),0(t)) satisfaisant
la relation

(@(t), y(t)) = (r(t) cosO(t),r(t) sin O(t)) = u(r(t),6(t))
La réponse est donnée par la loi de transformation. On va montrer que (r(t),6(t)) résoud
un systéme qui dépend uniquement de f, u, et J 1.
Dans ce chapitre, on introduit et relie les notions de flot, champ de vecteurs, et
transformation.

Définition 2.1 (Flot)
Soient I = (—a,a), a > 0, et f(y) € C°(V,R™), V C R™ ouvert, une fonction telle que
pour toute donnée initiale yy € K C D fixée, le probleme de Cauchy autonome

y'(t)=fyt),tel
y(0) = e K

(Cau), = {

admette une unique solution ¢(t,yo) définie sur tout I.
La fonction ¢: I x K — V ainsi définie est appelée le flot de f.

On note ¢(t,y) = ¢'(y).

Proposition 2.1 (Loi de groupe d’un flot)
Soient I et f(y) € C°(V,R™) comme ci-dessus. Soit ¢'(y) le flot associé a f.

Alors

P (y) = ¢'(¢°(y)) = ' 0 $°(y) Vt,s,t +seIVye K
Py =yVyekK

En particulier, ¢'(y) est inversible d’inverse ¢~ (y).

Démonstration.
L’identité ¢°(y) = y Yy € R est évidente.



Soit s € I et yo € K fixés. Par définition du flot et par hypothese, ¢'(4°(yo)) est I'unique
solution au probleme

= VYO = fly@).tel
e {y(o)=¢5(yo)

Or, pour t assez petit, ¢"*%(yy) résoud aussi (Cau). On conclut par unicité. O

Dans tout ce qui suit, s’il n’est pas précisé autrement, toutes les équations différentielles
considérées sont autonomes d’ordre 1, i.e. sont de la forme y'(t) = f(y(t)), avec f €
CK(V,R™), k >0, V C R" ouvert, et telles ques

1. t prend valeur dans un voisinage symétrique [ de 0;

2. Pour toute donnée initiale yo € V, le probleme de Cauchy y/(t) = f(y(t)), y(0) = yo
admet une unique solution ¢'(yo) définie sur tout I ;

Alors 'unique flot de f ainsi défini vérifie
L ¢'(y) e COU X V,V), ¢°(y) =y Yy € V, et u(t,y) = f(¢'(y));
2. Si f est de classe C*, k > 0, alors le flot ¢!(y) est aussi de classe CF.

et la propriété 1 détermine alors entierement et uniquement le flot de f.

La condition f € C*, k > 1, est suffisante pour avoir une unique solution, mais elle n’est
pas suffisante pour que la solution soit définie sur tout I.

Définition 2.2 (Difféomorphisme)
Une application bijective u € C*(U, V), k > 1, U, V C R" ouverts, d’'inverse
u~t € CK(V,U) est appelé un C*-difféomorphisme.

Proposition 2.2
Une application bijectiveuw € C*(U, V), k > 1, U,V C R" ouverts, est un C*-difféomorphisme
si et seulement si la matrice Jacobienne J,(x) est inversible Vo € U.

De plus, J; ' (z) = Jy—1(u(z)) Vz € U.

Proposition 2.3 (Loi de transformation pour les édos)

Soit f € C°(V,R"™) et considérons le probléme autonome (x): y'(t) = f(y(t)). Soit u €
CYU, V) un difféomorphisme et posons y(t) = u(z(t)).

Alors z(t) est solution du probléme

(ex): 2/(1) = I (2(0) - flu(2(1) = I, f o u(z(t)).

De plus, si ¢' est le flot de (%), alors le flot Y de (xx) est donné par
UH(z) =u" o gl ou(z)

Démonstration.
On a z(t) = u=*(y(t)). En dérivant, on obtient



Définissons ©(z) = u™! o ¢' o u(z). On a immédiatement ¢/°(z) = z Vz. De plus

o t 00, N T ,
Dt 2) = Jurs (¢ 0 ul(2) - (1 u(2) = s (6 (=) - (6 (u(2))
=J

w1 (uot'(2)) - fluo'(2)) = J (W'(2) - flu(d'(2))),
donc 1" est bien le flot du second probléme. O]

Remarque 2.4
Réciproquement, si ¢)* est le flot associé a une fonction continue g et si ¢* vérifie ¢f(2) =
u~to ¢t ou(z), en dérivant par rapport a ¢ comme ci-dessus et en posant t = 0, on obtient

9(2) = J; ' (2) - f(u(2)).

Lemme 2.5 (Lemme de Hadamard)
Soit f € C*V), k > 1, V. C R"™ convexe. Alors il existe des fonctions ®;(z,y) €
CHYV xV),i=1,..,n, telles que

Va,y € Ve f(x) = f(y) = 3 ®ilw,y)(wi —wi) et Pily,y) = fo,(v).

Démonstration.

[y

(sz+ (1 —s)y)|ds

0=

d
%
A}:

:§<ﬁa

=1

—

(sz 4+ (1= s)y)(z: — yi)ds

sx+u—$w@)@rw»

]

Définition 2.3 (Champ de vecteurs)
Un champ de vecteurs (ou dérivation) de classe C*, k > 0, sur un ouvert V C R" est
une application R-linéaire X : C'(V) — C°(V) vérifiant

X(fg) = fX(9)+9X(f) (Regle de Leibniz)

et
X(CHYV)) c CFV)

On dénote par T*(V') I'ensemble des champs de vecteurs C* sur V.

Proposition 2.6
Soit X € T*(V). Soit c € R considéré comme fonction constante. Alors X (c) = 0.

Démonstration.
X(1)=X(1-1)=1X(1)+1X(1) =2X(1) = X(1) = 0. On conclut par linéarité. [

Proposition 2.7 (Ecriture en coordonnées d'un champ de vecteurs)
Soit {y1,...,yn} un systéme de coordonnées pour V-C R"™. Tout champ de vecteurs X €
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[*(V) est de la forme

X =3 g 1) = X)) € CHV)

2

En particulier, il existe une bijection R-linéaire entre les champs de vecteurs X € T*(V)
et les fonctions f € C*(V,R").

Démonstration.
C’est un corollaire direct de la Proposition précédente et du Lemme de Hadamard (Lemme
2.5). O

Remarque 2.8
On utilisera le terme champ de vecteurs sans distinction pour désigner une dérivation X
comme ci-dessus ou une fonction f € C*.

Proposition 2.9 (Lien entre champ de vecteurs et flot)
Soit ¢'(z) le flot associé a 'équation y'(t) = f(y(t)), f € C°(V,R").

Considérons le champ de vecteurs

X=SFf
; fi(y) o0,
Alors 9
X(h) = Eh(cbt) L

Définition 2.4 (Equivalence entre champs de vecteurs)
Soient f € C°(V,R") et g € C°(U,R"), U,V C R"™ ouverts.

1) On dit que f et g sont équivalents s'il existe un difféomorphisme u: U — V tel que
g=1J, ' fou

2) On dit que f et g sont équivalents au sens étendu s'il existe A € C'(U, Rsg) et un
difféeomorphisme u: U — V tel que

g=A, " fou
Théoréme 2.10 (Théoréeme de redressement des champs de vecteurs)
Soit f € C*(V,R"), k> 1,V C R" ouvert. Soit y* € V tel que f(y*) = c # 0.
Alors il existe un voisinage Dy de y* et un C*-difféomorphisme u: Dy — Dy, Dy C R®

ouvert, tel que ¢ = J; ' f ou sur Ds.

Démonstration.

Partie 1: Modifications préliminaires de f

Quitte a composer f avec une translation, on peut supposer y* = 0.

Soit 7 > 0 tel que B(0,7) C V et (f(y),c) > 0 Yy € B(0,r) par ouverture de V et
continuité de (f(y),c) au voisinage de 0.




Soit h : V' — R une fonction C'* a support compact dans B(0,r) telle que 0 < h <1 et

h(y) = 1Yy € B(0,r/2). Posons

fy) = hy) fly) + (1 - hly))e

Alors f(y) = f(y) au voisinage de y* = 0, (f(y),¢) > 0 Vy € R, et f(y) = ¢ si ||y|| > r.
Comme le but est de transformer f localement au voisinage de y*, on peut sans perte de
généralité prouver la proposition pour f au lieu de f.

Comme (f(y),c} >0Vy € R" et f(y) = csi ||y|| > r, remarquons que

inf{||f(®)|| |y eR"} > 6 >0

Soient ¢'(y) le flot associé a fet YP'(z) le flot associé & § = ¢. C’est une conséquence
du Théoreme 1.2 que ¢ et ¥ sont définis pour tout ¢ € R. En fait, le flot 1 est donné
explicitement par ¢'(z) = tc + 2.

Partie 2: Ecriture spéciale pour ¢ et

Soit K C R™ un compact non vide, s(K) = max{||y|| | v € K}. Alors il existe t* =
t*(K) > 0 tel que Vy € K, Vt > t*:

o' (y) = ¢ 0 ¢ (y)

En effet, on a

Pt = f6w)

=0 ) =y [ Fo s
=l = 15— Il

=o'yl =r, vt = 7“+§(K)

= oW =yt [ F@ s+ [ o)

—y [ Ao s+ (-1
=y ol (y), E= 1, Vy e K

=t Vye K

Par la loi de groupe de 1, on a aussi ¢'(z) = ¢'=" 09! () V2 € R, Vt € R.

Partie 3: Définition de la transformation recherchée
Définissons alors v(y) = Jim Pvto ¢l (y).

Cette suite converge uniformément en y sur tout compact non vide K. En effet, on a
Vo gl (y) =9 o 0y 0 gt (y) = 7 0 ¢ (y)
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pour tout t > t* =t*(K) et y € K.
En particulier, v est un difféomorphisme local.

De plus, v est globalement injectif (donc v est un difféomorphisme global), car

v(y) =v(y) <= v 0" () =v(y) =v(ye) =¥ 0 ¢ (1) = yi =1,
olt t* = t*(y1,y2) > 0, car =" et ¢ sont bijectifs.

Partie 4: Conclusion

Au voisinage de y* = 0, écrivons v(y) = ¢~ o ¢! (y). Alors Vt > 0,
¢t oy = wt—t* o wt* ° w—t* o ¢t* — wt—t* o ¢t* et
Vo ¢t _ ¢—t* o gbt* o ¢t _ q/]_t* o ¢t+t* — ¢—t* o ¢(t+t*)—t* o ¢t* — 77bt—t* o ¢t*,

ie. Y =vodtov™! Vt >0 et cest aussi vrai V¢ < 0 en passant aux inverses.

On conclut par la Remarque 2.4 que u = v~! transforme le champ de vecteurs f sur ¢ au
voisinage de 0. [

Corollaire 2.11

Soient f € C*(V,R") et g € C*(U,R"), k> 1, U,V C R" ouverts. Soient y* € V, 2* € U
tels que f(y*) # 0, g(z*) # 0.

Alors il existe des voisinages Dy et Do de y* et z* respectivement et un C*-difféomorphisme
w: Dy — Dy tel que glp, = J,; ' f ou.

Proposition 2.12
Soient f € C*(V,R") et g € C*(U,R"), k > 0, équivalents au sens étendu avec fonctions
u et X. Soit ¢' le flot associé a f.

Alors le flot associé a g est donné par

Vi(z) =utoglou(z), ot =v(s,2) = /Os A7 (2))do

Démonstration.
Soit ¢*(z) défini comme ci-dessus. On a
0 (' o
0 (5,2) = (6 ou(z)) - 2020y
s, 0
= S (wow* () 2t u(=) o (5,2
= AW (2) I (17 (2) - f(0' (u(2)))
= (A, fou)or®(z)
= g(¢°(2))
et °(z) = 2 Vz, donc ¢*(2) est bien le flot associé a g. ]

Remarque 2.13
Pour tout z fixé, la fonction v(s, z) est strictement croissante en s et donc possede un
inverse. Par abus de notation, on dénotera cet inverse par v=!(¢, z).
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Proposition 2.14 (Changement de variable temporel)
Soient f € CK(V,R™), V C R" ouvert, ¢' le flot associé a f, et X € CH(V,Rsy). Considé-
rons le changement de variable temporel

s=o(t.y) = [ M)

Alors le flot ¥*(y) = ¢“71(5’y)(y) est le flot associé a g = \"'f.

Démonstration.
Soit 1°(y) défini comme ci-dessus. On a
W (5,9) = 22 (5,0), ) o (5,9)
=A@ () f(¢" P (y))
=AW W)@ (y)
=9(¥°(y))
et ¥°(y) =y Vy, donc 1*(y) est bien le flot associé a g. ]
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Chapitre 3

Equation d’Euler et équations d’Hamilton

Le but de ce chapitre est de dériver un type particulier d’équations différentielles en
optimisant des fonctionelles linéaires sur des espaces de courbes. On étudiera ensuite ces
équations de maniere plus générale, mais ce chapitre nous permet d’obtenir toute une
classe d’exemples ou ces équations apparaissent.

Lemme 3.1 (Lemme fondamental du calcul des variations, cas réel)
Soit f € C°(I), I = (a,b), a < b, une fonction telle que

/bf(t)h(t)dt —0

pour toute fonction h € C*°(I) a support compact dans I. Alors f = 0.

Démonstration.
Par I'absurde, Jz* € I tel que f(z*) # 0. Sans perte de généralité, f(z*) > 0. En
particulier, Je > 0 tel que f(z) > 0 sur [x* — ¢, 2% + €.

Soit h € C'*°(I) une fonction non nulle a support compact dans [z* — €, 2" + €] telle que
0<h<1.

Alors

3.1 L’équation d’Euler-Lagrange

Soient I = [ty,to], t1 < t2, q1, g2 € R™, et L(t,q,q) € C*(I x R™ x R").
On définit la fonctionnelle linéaire @ sur 'espace des courbes Q = {q € C*(I,R") | q(t;) =
q1, q(t2) = g2} par

®q) = [ Lit.ale),d(e)ar, o dt) = (1)

t1
La fonction L est appelée Lagrangien (ou action).
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La différentielle de ® en ¢ (aussi appelée premiére variation) est l'application R-
linéaire (par rapport a q)

¥lo.d) = [ (L) + (Lad) dt

ou L, = Ly(t,q(t),q(t)), Ly = L4(t,q(t),q(t)), et § € CH(I,R™) est telle que §(t1) =
4(ta) = 0.

Un point stationnaire de ® est une courbe ¢ € Q telle que ®'(¢,§) = 0 pour toute
courbe ¢ € C*(I,R") avec §(t;) = §(t2) = 0.

Un extréma de ® est une courbe ¢ € O minimisant ou maximisant localement la
fonctionnelle .

On peut montrer que tout extréma de ® est un point stationnaire de .

Supposons maintenant que ® admette un point stationnaire ¢ € Q et considérons des
courbes § € C*(I,R™) a support compact. Alors

0=(q.0) = [ ((Lyd) + (Lind))
= [+ s - [

1

Ly~ (L) ayat
= [ (- g L4

Le Lemme 3.1 implique L, — 4 [L,;] = 0, c’est-a-dire

;Zt [Li(t,q(t),q(t))] = Ly(t,q(t),4(t)) (Equation d’Euler-Lagrange)

qui est un systeme d’équations différentielles d’ordre 2.

La réciproque est vraie (il suffit de faire la preuve a l’envers), i.e. toute solution a I’équation
d’Euler-Lagrange est un point stationnaire de ®.

On dit qu’un point (¢,q, ¢) est régulier si det(Ly4(t, q,q)) # 0.

3.2 Transformée de Legendre et systeme Hamiltonien

On reprend les méme notations qu’au paragraphe précédent et on définit la transformation
U(t7 q, Q) - (t7 q, Lq<t7 q, q)) = (t7 q, p)

Soit (t,q,¢) un point régulier de L. Le Jacobien de U en ce point est donné par
det(Ly(t,q,q)) # 0. Ainsi, U est inversible au voisinage de (t, ¢, q).

Soit U~(t,q,p) = (t,q,V(t,q,p)) = (t,q,q) V'inverse local de U.

La transformée de Legendre de L est la fonction
H(t,q,p) = (p,V(t,q.p)) — L(t,q,V(t,q,p))
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En dérivant H et en remarquant que p = L4(t, ¢, V (¢, ¢,p)), on obtient

Hy(t,q,p) =VI(t q,p)
Hy(t,q,p) = —Ly(t,q,V(t,q,p))
Ht(taqap) - _Lt(t7Q7V(t7Q7p))

Ainsi, si ¢(t) résoud I'équation d’Euler-Lagrange et si on pose p(t) = Ly(t, q(t), ¢(t)), on
obtient que (¢q(t), p(t)) est solution du systéme

q(t) =V (t,q(t),p(t)) = Hy(t, q(t),p(t))

p(t) = (jt [Lq(t; q(), 4(8)] = Ly(t, (), 4(1)) = —Hy(t, q(1), p(t))

qui est la forme Hamiltonienne de I’équation d’Euler-Lagrange. Un tel systeme est appelé
systéme Hamiltonien.

Par la suite, on étudiera uniquement des systemes Hamiltoniens autonomes

(10) — (a0 ) o

ou J = <_(} IS) et H = H(q,p) est une fonction scalaire appelée Hamiltonien.

Exemple 3.1 (Seconde loi de Newton)

Beaucoup d’équations décrivant le mouvement de systémes en mécanique Newtonienne
peuvent étre dérivées a partir d’'un Lagrangien de la forme L =T — U, ou T est I’énergie
cinétique totale du systeme et U est ’énergie potentielle du systeme.

Considérons un systéme composé de N corps dans R? de masses mi,....my > 0 avec
positions Q1 = (q1, .-, qa), -, QN = (qw-1)-dt1, -, qn-a) €t Vitesses Q1 = (¢1,-, Ga), -,
QN = (d(N=1)-d+1> - N-d)-

Le Lagrangien associé a un tel systeme est

N

L) = (3 3mIQF) - V(@1 )

i=1
Ici, on considere le cas ou ’énergie potentielle ne dépend pas explicitement de la vitesse,
ni du temps.

OnalL;= (lel, e mNQN)T et L, = —U,, donc I'équation d’Euler-Lagrange pour un
systeme a N corps en mouvement est donnée par le systeme

szz(t> = _UQi<Q1(t)7 a3 QN(ﬂ)? i=1,..,N

qui coincide bien avec les équations issues de la seconde loi de Newton.

La transformée de Legendre est donnée par

AN
H(q,p) = (; Qmj’Pj|2> +U(Q1; .-, Qn),
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ol By = (P(i—1)-d41s s Did) = m;Q;, i=1,...,N, et le systéme Hamiltonien obtenu est

Q:t) = wi,zﬂi(lt), i1 N

Pz<t) - _UQi(Ql(t)7 ’”7QN(t))7 i=1,.,N

qui est clairement équivalent aux équations d’Euler-Lagrange.

Sid=1, N =1, et Ulq) = k¢®/2, k > 0, les équations correspondent a celles d’un
oscillateur harmonique simple.

Sid=1, N=1,et U(q) =mgL(1 —cosq), L >0, g~ 9.81, les équations correspondent
a celles décrivant ’angle d’un pendule simple.

Sid=3, N>1, et

U(Q, ....Q ZGJWZ‘G“%TN“
i<k k

les équations correspondent a celles du probléme de N corps dans R? interagissant 1'un
avec 'autre avec la force gravitationnelle.

Sid=3, N=2,et

k
U(Q1,Q2) = 0 =0 keR\ {0}

les équations correspondent au probléme a deux corps.

On montrera plus tard que le probleme a deux corps peut se ramener a la résolution du
systeme associé au Hamiltonien

lQr

Le probleme associé a ce Hamiltonien est appelé probleme de Kepler.

H(QP)= |PP + o, FER\ {0}, PQER’,Q#0

Exemple 3.2 (Particule chargée)
Reprenons le méme systéme de masses que dans ’'Exemple 3.1 et regardons cette fois-ci
un exemple de Lagrangien qui dépend de la vitesse, i.e. de la forme

N

L(q7 Q) = (Z ;mz|Qz|2> - U(Ql; ~-~7QN7Q1; ---,QN)

=1

On considere le cas d'une masse m > 0 de charge e se déplacant dans un champ électro-
magnétique dans R3. Cela correspond au cas ot d = 3, N = 1, et

Ula.d) = eo() = (@, A). 4.4 € B

ou c¢ est la vitesse de la lumiere, ¢(q) est le potentiel électrique du champ électrique et A
est le potentiel vecteur d'un champ magnétique B.

Ona L;=mq+ ¢A et Ly = eV, donc I'équation d’Euler-Lagrange pour une masse de
charge e en mouvement dans le champ est

m(t) = eVo(q(t))
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La transformée de Legendre est définie globalement et est donnée par

1 e
H(q,p) = 5~Ip = EAIQ + ed(q)

Exemple 3.3 (Géodésique sur S")
Considérons la sphere S = {z € R""! | |z|* = 1} muni de la métrique euclidienne
standard. Soient q1, g2 € S™ fixés.

Une géodésique sur S est une courbe ¢ € Q@ = {q € C*(I,R"™) | q(t1) = q1, q(t2) = ¢}
minimisant la fonctionnelle linéaire

t2 1 )
o(q) = [ lact)dt
t1
sous la contrainte
lq) =1

Une géodésique ¢(t) correspond alors au plus court chemin sur la sphére entre les points
q1 et ga.

On peut montrer que si ¢,(t) est une solution du probleme d’optimisation ci-dessus, alors il
existe une fonction scalaire A(t) € C?(I,R) (qui dépend de g.(t)), appelée multiplicateur
de Lagrange, telle que ¢.(t) est un point stationnaire du probléme variationnel sans
contrainte

W(o)= [ NP = A (a0 - 1)

1

sur ’espace des courbes ¢ € Q.
Posons alors F(t,q,q) = 314> — AM(¢)(|¢|* — 1). On a F, = 2X(t)q et F; = ¢. Ainsi, q.(t)
est une solution de I’équation d’Euler-Lagrange

G(t) = 2A(t)q(t)
Pour déterminer A, remarquons que
0 =0, q:(£)) = (G(t) = 2A(£)qu(t), 4 (£)) = (Gu(£), @ (£)) — 2A(2) et

0= T3l =25 (0. (1), 4.(6)) = 2 ({0 (6), 40 (0)) + (0. (1), 3. (0))

d’ou
\(t) = — 5 (6, 4.(0)

et I’équation d’Euler-Lagrange est
G(t) + la(t)*q(t) = 0
En particulier, ¢, () est solution de I’équation plus générale

G(t) +1a(t)Pa(t) = 0 (%)

De plus, ¢.(t) satisfait |g.(t)|* =1 et donc £ |q.(t)]* = 2(g.(t), ¢.(t)) = 0.
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En fait, si §(t) est une solution de (%) telle que |§(t1)|? = 1 et (G(t1),G(t1)) = 0, alors
1G(1)[2, (§(t), (1)) et |§(t)]? sont constantes sur I et donc il suffit d’imposer des conditions
initiales ¢(t1) € S™, ¢(t1) € R™ telles que ({(t1), Q(tl)) = 0 pour déterminer uniquement
une géodésique par I’équation (x).

Pour voir cela, on remarque que si §(t) est une telle solution de (%), alors (|g(¢)|> — 1)/2
est I'unique solution au probleme de Cauchy linéaire

0 (o 1) (=)
(Cau) = (zos)) B (—2|@<t>|2 0) (z'(t)) el

2(0) = 2(0) =0

et donc (|g(t)]* — 1)/2 = 0 par unicité, i.e. [§(t)|* = 1. En dérivant ce terme, on obtient
(4(t),q(t)) = 0.

Finalement,

i) = =2l()*(a(t), a(¢)) = 0

Q>
—~
~
S—

)
I
[\
—
.
—~
~
S—
Q>

Remarque 3.2 ‘
Sous les conditions initiales q(t;) € S", ¢(t1) € R™ telles que (G(t1),q(t1)) = 0 et |¢(t1)| =
A > 0, on a alors immédiatement que

g(t) = q(ty) cos(AL) + q<§1> sin(M) (k)

Ces solutions sont périodiques et correspondent a des grands cercles sur S™.

Remarque 3.3
Par cercle, on entend une sphére de dimension 2. On peut montrer que :

1. Les cercles sur S™ correspondent a l'intersection avec S™ d’un 2-plan affine H de
sorte que [S" N H| = 400}

2. Les grands cercles sont exactement les cercles qui sont caractérisés par un 2-plan
affine H passant par l'origine (le centre de S™).

Pour voir que la solution (%) est un grand cercle, on remarque que la trajectoire de la
solution ¢(t) pour t € R est exactement l'ensemble H N'S", ou H est le 2-plan affine
passant par l'origine défini comme

H = {rq(t;) + sq(;l) | r, s € R}
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Chapitre 4

Transformations canoniques

Dans ce chapitre, on étudie des transformations spéciales, dites canoniques, qui préservent
les systemes Hamiltoniens. On étudiera aussi en détail le cas particulier de la projection
stéréographique.

Définition 4.1 (Difféomorphisme canonique)
Un difféomorphisme u € C*(U, V), U,V C R*" ouverts, est dit canonique (ou symplec-
tique) s’il vérifie

JE(2)J T, (2) = I V2 €U

Proposition 4.1
L’inverse et la composition de difféeomorphismes canoniques sont encore des difféomor-
phismes canoniques.

Théoréme 4.2 (Déterminant d’une matrice symplectique)
Soit A € R*" telle que ATJA = J. Alors det(A) = 1.

Démonstration. Voir Annexe C. ]

Proposition 4.3
Les difféomorphismes canoniques sont des transformations qui préservent la classe des
systémes Hamiltoniens, c’est-a-dire telles que (c.f. loi de transformation)

J N 2)JVH(u(z2)) = JVK(2) Vz, ie. J,'JVHou = JVK
pour un certain Hamiltonien K.

En fait, le Hamiltonien K (ou plutdt, un choix de K ) est explicitement donné par K = Hou.

Démonstration.

Poser K = H ou et remarquer VK (z) = JI'(2)VH (u(z)).

De plus, JIJJ, =J <= JIJ=JJ' < JJIJ?=J*J'J <= JJI = J;'J, ou
on a utilisé J? = —1I,,,. Donc

JVK = JJ'VHou=J,'JVH ou

Remarque 4.4
On a en particulier montré que J!JJ, < JJI =J'J < J,JJI =J.
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Définition 4.2 (Crochet de Poisson)
Soient F'(q,p), G(q,p) € C'(U), U C R*" ouvert, p,q € R™.

Le crochet de Poisson de F' et G est la fonction
{F,G} = (F),Gq) — (Fy, Gp) = (JVF,VG)
Proposition 4.5 (Propriétés du crochet de Poisson)
Le crochet de Poisson {-,-} vérifie
1. R-bilinéarité
2. Antisymétrie, i.e. {F,G} = —{G,F} VF,G € C'(U);
3. Identité de Jacobi :

{F{G, H}} +{G,{H,F}} +{H,{F,G}} =0VF,G,H € C*(U).

Définition 4.3 (Champ de vecteurs Hamiltonien)
Soit F(q,p) € C*(U) un Hamiltonien. On dénote par Xr le champ de vecteurs associé au
systeme Hamiltonien y/(t) = JVF(y(t)), i.e.

- 0 0
Xp = (F e )
z; Yog " op
On dira que Xz est un champ de vecteurs Hamiltonien.

Pour G € C*(U), remarquons que
Xr(G) = {F.G} = ~{G, F} = —Xa(F)

Lemme 4.6 (Lemme d’intégrabilité)

Soit f(y) € CHV,R™), V. C R™ ouvert et simplement conneze, telle que J;(y) soit
symétrique Yy € V.

Alors il existe une fonction scalaire H telle que

fly) = VH(y)

globalement sur V.

En particulier, si V est seulement supposé ouvert, alors pour tout yo € V', il existe une
fonction scalaire H telle que f(y) = VH(y) au voisinage de ypo.

Démonstration.
C’est un résultat classique en analyse vectorielle. Voir [Cha05] pour plus de détails. [

Théoréme 4.7 (Théoreme de Poincaré)

Soit
2n a
X — i h—
; fi(y) o0,

un champ de vecteurs de classe C*, k > 1, sur un ouvert V.C R?",

Alors X est localement Hamiltonien si et seulement si le flot ¢' associé a f est canonique
pour tout t (dans le domaine de définition I du flot).

Si de plus V' est simplement connexe, alors on peut remplacer local par global dans l’énoncé
ci-dessus.
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Démonstration.
Soit ®,(t,y) = ®!(y) la matrice Jacobienne (par rapport a la variable y) du flot ¢(y).
Comme ¢'(y) satisfait ¢;(¢,y) = f(¢'(y)), on a toujours

od
Lt 9) = Jr(0 W)y 1)
Partie 1: Seulement st

Supposons que X soit localement Hamiltonien.

Soit 1y fixé. On montre que ®§J¢y(t,yo) = J pour tout t.

Ecrivons X = Xp, i.e. f = JVF, au voisinage de yo. Alors dans un voisinage de (0, yo),
on a f(¢'(y)) = JVF(¢'(y)).

Dans ce voisinage, la dérivée de ®,(t,y) par rapport a ¢ est donnée par

%?/(t,y) - Jf(gzﬁt(y))@y(t,y) = JFyy(¢t(y))q)y(t7y) et donc

PR 1) = (70,0 oy 0)IT) Ty (0,) + B0, )T (T (6 )2 (1.9)) = O

car Iy, = F;; et JI' =—J.
Ainsi, @] J®,(t,y) = @] J®,(0,y) = J au voisinage de (0, yo).

Par I’absurde, @;FJ@y(t, Yo) # J pour tout t > 0 (le cas t < 0 est analogue). Soit ty > 0
minimal tel que
LD, (t,y0) = J VO <t <t

Pour t > tg, écrivons t = to + s et ¢'(y) = ¢*(¢™(y)). Alors
0, (t,y) = 0y(s, 9" (y))2y(to, y)

Pour y = 4y, on a CDZJ ®,(to,yo) = J par hypothese. De plus, par 'argument précédent
appliqué & ¢ (yg), pour s assez petit, on a aussi q)gJ(IDy(s, o (yo)) = J.

Il découle que (135J ®,(t,y0) = J pour t assez proche de ;. £

Partie 2: 5%
Supposons que ¢’ soit canonique, i.e. @5J P, (t,y) = J. Alors

037 I,

—5— (ty) = O (t,y) I} (¢ (y) IOy (t,y) + O (t,y)] Jp(8" () @y (t,y) = 0

Comme ®,(t,y) et ®](t,y) sont de plein rang pour tout (£,y), on doit avoir

JH(& W) = =T (¢ (), ie. (JTs(¢' ()" = JJ(¢' (y))

ie. JJp(¢'(y)) est symétrique. En particulier, pour ¢t = 0, —JJ;(y) est symétrique et par
le Lemme d’intégrabilité, —J f(y) = VF(y), i.e. f(y) = JVEF(y), localement (globalement
si V est simplement connexe). O
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Théoréme 4.8 (Extension d’un difféomorphisme en difféomorphisme canonique)
Soient Vi, Uy C R"™ ouverts, £ € Uy,n € R", xz € V},y € R™.

Soit a(§) = x un difféomorphisme tel que a € C*(Uy, V1). Alors pour toute fonction scalaire
v e C*(U,), la fonction

W(z,n) = (o™ (x),n) —v(a”"(z))

induit le difféomorphisme canonique u: Uy X R" — Vi x R"™, w(&,n) = (z,y), défini par

{x = a(€)
y = We(a(),n) = (JI)HE) - (n — Vu(€))

d’inverse

{g =a'(z)
n=JNa (@) -y + Vola\(z))

Démonstration.
Montrons que u est canonique, i.e. que JI'JJ, = J. On a

(i )k )
! Jy,é Jym Jy,& Jym

En développant le produit, on obtient

(_Jgjgja + JaTJy,£) JgJym)

JEJ T, = (
—JI T 0

Il faut donc montrer que JI'J,,, = I,, et que JI'J, ¢ est symétrique.

De plus, y = W,(a(§),n), donc J, ¢ = WyyJ,, ot Wy, est la matrice Hessienne de W par
rapport & x. Ainsi, JI'J, ¢ = JIW,,J, est bien symétrique. O

Exemple 4.1 (La projection stéréographique)
Un moyen classique pour montrer que la sphére S* € R™*! est localement homéomorphe
a un ouvert de R"™ est 1'usage de la projection stéréographique.

Plagons nous dans R"™!. Etant donné un point X = (0,z) = (0,1, ..., x,,) sur Uhyperplan
{0} x R™, on consideére la droite passant par le pole N = (1,0,...,0) € S" et par X = (0, x).
Cette droite, décrite par {N +¢(N — X) | t € R}, intersecte la sphére percée S = S\ {N}
en un unique point. Ceci nous permet d’obtenir un homéomorphisme entre {0} x R" = R"
ot §" appelé projection stéréographique.

En résolvant simplement 1’équation
IN+t(N=X)]P =1+t —tx)]> = (1 +t)* + 2> =1,
on trouve les solutions ¢ = 0 (qui correspond au point N) et

2

t=——
1+ |zf?
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FIGURE 4.1 — La projection stéréographique dans R3

qui correspond au point

2
|- —1 2x .
| | , E STL
lz]2+ 17 |z]2+ 1
Pour X = (z9,7) € R*™! 29 > 0, on fait la méme construction depuis le point X’ = (0, z),
et on multiplie le résultat par un facteur xy pour obtenir une application

b RZ—H — Rn—l—l \ L+
21 2
b(xg, z) = ( 2] v >

P+ U P 1
ot RMM =Rog x R*, LT = {(&,€) | & > 0,& =0}, qui est un diffeomorphisme d’inverse

J— #
a({o,ﬁ) = <|(§07§)|7 ’(5075)‘ — §0>

Ceci nous permet d’éviter une perte de dimension entre ’espace de départ et d’arrivée.
On retrouve la projection stéréographique usuelle lorsque I'on se restreint a xo = 1.

En appliquant le Théoreme 4.8 a a avec la fonction scalaire v = 0, on obtient une fonction
W Rfl x R"™ — R
W (.. m.1) = (4. 2), () = 7o - =L 205
Zo, T = (0(xo, > = : LT
0,2, o, 1 0 y \To,> M o7o |I|2 +1 |I’|2 + 1 i

i=1

induisant le diffSomorphisme canonique u: (R"*!\ L*) x R**! — R x R+ défini par

B _ §
$0—|(£0,§)|, €T = |(§0,§)|—€O
~ Somo + (&) _ _ (e —

Lorsque 'on se restreint a zp = |(§0,€)| =1 et yo =0 ( <= ((&0,&), (Mo, n)) = 0), le
difféomorphisme u envoie le fibré tangent de la sphere percée

T(S") = {(¢0,& m0,m) € R < R™ [ (€0, €)] = 1, (&0, €), (0, m)) = 0}
sur ({1} x R") x ({0} x R™) = R" x R™.
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////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// (C) 2012--today, Alexander Grahn
//
// 3Dmenu.js
//
// version 20140923
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// 3D JavaScript used by media9.sty
//
// Extended functionality of the (right click) context menu of 3D annotations.
//
//  1.) Adds the following items to the 3D context menu:
//
//   * `Generate Default View'
//
//      Finds good default camera settings, returned as options for use with
//      the \includemedia command.
//
//   * `Get Current View'
//
//      Determines camera, cross section and part settings of the current view,
//      returned as `VIEW' section that can be copied into a views file of
//      additional views. The views file is inserted using the `3Dviews' option
//      of \includemedia.
//
//   * `Cross Section'
//
//      Toggle switch to add or remove a cross section into or from the current
//      view. The cross section can be moved in the x, y, z directions using x,
//      y, z and X, Y, Z keys on the keyboard, be tilted against and spun
//      around the upright Z axis using the Up/Down and Left/Right arrow keys
//      and caled using the s and S keys.
//
//  2.) Enables manipulation of position and orientation of indiviual parts and
//      groups of parts in the 3D scene. Parts which have been selected with the
//      mouse can be scaled moved around and rotated like the cross section as
//      described above. To spin the parts around their local up-axis, keep
//      Control key pressed while using the Up/Down and Left/Right arrow keys.
//
// This work may be distributed and/or modified under the
// conditions of the LaTeX Project Public License.
// 
// The latest version of this license is in
//   http://mirrors.ctan.org/macros/latex/base/lppl.txt
// 
// This work has the LPPL maintenance status `maintained'.
// 
// The Current Maintainer of this work is A. Grahn.
//
// The code borrows heavily from Bernd Gaertners `Miniball' software,
// originally written in C++, for computing the smallest enclosing ball of a
// set of points; see: http://www.inf.ethz.ch/personal/gaertner/miniball.html
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//host.console.show();

//constructor for doubly linked list
function List(){
  this.first_node=null;
  this.last_node=new Node(undefined);
}
List.prototype.push_back=function(x){
  var new_node=new Node(x);
  if(this.first_node==null){
    this.first_node=new_node;
    new_node.prev=null;
  }else{
    new_node.prev=this.last_node.prev;
    new_node.prev.next=new_node;
  }
  new_node.next=this.last_node;
  this.last_node.prev=new_node;
};
List.prototype.move_to_front=function(it){
  var node=it.get();
  if(node.next!=null && node.prev!=null){
    node.next.prev=node.prev;
    node.prev.next=node.next;
    node.prev=null;
    node.next=this.first_node;
    this.first_node.prev=node;
    this.first_node=node;
  }
};
List.prototype.begin=function(){
  var i=new Iterator();
  i.target=this.first_node;
  return(i);
};
List.prototype.end=function(){
  var i=new Iterator();
  i.target=this.last_node;
  return(i);
};
function Iterator(it){
  if( it!=undefined ){
    this.target=it.target;
  }else {
    this.target=null;
  }
}
Iterator.prototype.set=function(it){this.target=it.target;};
Iterator.prototype.get=function(){return(this.target);};
Iterator.prototype.deref=function(){return(this.target.data);};
Iterator.prototype.incr=function(){
  if(this.target.next!=null) this.target=this.target.next;
};
//constructor for node objects that populate the linked list
function Node(x){
  this.prev=null;
  this.next=null;
  this.data=x;
}
function sqr(r){return(r*r);}//helper function

//Miniball algorithm by B. Gaertner
function Basis(){
  this.m=0;
  this.q0=new Array(3);
  this.z=new Array(4);
  this.f=new Array(4);
  this.v=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.a=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.c=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.sqr_r=new Array(4);
  this.current_c=this.c[0];
  this.current_sqr_r=0;
  this.reset();
}
Basis.prototype.center=function(){return(this.current_c);};
Basis.prototype.size=function(){return(this.m);};
Basis.prototype.pop=function(){--this.m;};
Basis.prototype.excess=function(p){
  var e=-this.current_sqr_r;
  for(var k=0;k<3;++k){
    e+=sqr(p[k]-this.current_c[k]);
  }
  return(e);
};
Basis.prototype.reset=function(){
  this.m=0;
  for(var j=0;j<3;++j){
    this.c[0][j]=0;
  }
  this.current_c=this.c[0];
  this.current_sqr_r=-1;
};
Basis.prototype.push=function(p){
  var i, j;
  var eps=1e-32;
  if(this.m==0){
    for(i=0;i<3;++i){
      this.q0[i]=p[i];
    }
    for(i=0;i<3;++i){
      this.c[0][i]=this.q0[i];
    }
    this.sqr_r[0]=0;
  }else {
    for(i=0;i<3;++i){
      this.v[this.m][i]=p[i]-this.q0[i];
    }
    for(i=1;i<this.m;++i){
      this.a[this.m][i]=0;
      for(j=0;j<3;++j){
        this.a[this.m][i]+=this.v[i][j]*this.v[this.m][j];
      }
      this.a[this.m][i]*=(2/this.z[i]);
    }
    for(i=1;i<this.m;++i){
      for(j=0;j<3;++j){
        this.v[this.m][j]-=this.a[this.m][i]*this.v[i][j];
      }
    }
    this.z[this.m]=0;
    for(j=0;j<3;++j){
      this.z[this.m]+=sqr(this.v[this.m][j]);
    }
    this.z[this.m]*=2;
    if(this.z[this.m]<eps*this.current_sqr_r) return(false);
    var e=-this.sqr_r[this.m-1];
    for(i=0;i<3;++i){
      e+=sqr(p[i]-this.c[this.m-1][i]);
    }
    this.f[this.m]=e/this.z[this.m];
    for(i=0;i<3;++i){
      this.c[this.m][i]=this.c[this.m-1][i]+this.f[this.m]*this.v[this.m][i];
    }
    this.sqr_r[this.m]=this.sqr_r[this.m-1]+e*this.f[this.m]/2;
  }
  this.current_c=this.c[this.m];
  this.current_sqr_r=this.sqr_r[this.m];
  ++this.m;
  return(true);
};
function Miniball(){
  this.L=new List();
  this.B=new Basis();
  this.support_end=new Iterator();
}
Miniball.prototype.mtf_mb=function(it){
  var i=new Iterator(it);
  this.support_end.set(this.L.begin());
  if((this.B.size())==4) return;
  for(var k=new Iterator(this.L.begin());k.get()!=i.get();){
    var j=new Iterator(k);
    k.incr();
    if(this.B.excess(j.deref()) > 0){
      if(this.B.push(j.deref())){
        this.mtf_mb(j);
        this.B.pop();
        if(this.support_end.get()==j.get())
          this.support_end.incr();
        this.L.move_to_front(j);
      }
    }
  }
};
Miniball.prototype.check_in=function(b){
  this.L.push_back(b);
};
Miniball.prototype.build=function(){
  this.B.reset();
  this.support_end.set(this.L.begin());
  this.mtf_mb(this.L.end());
};
Miniball.prototype.center=function(){
  return(this.B.center());
};
Miniball.prototype.radius=function(){
  return(Math.sqrt(this.B.current_sqr_r));
};

//functions called by menu items
function calc3Dopts () {
  //create Miniball object
  var mb=new Miniball();
  //auxiliary vector
  var corner=new Vector3();
  //iterate over all visible mesh nodes in the scene
  for(i=0;i<scene.meshes.count;i++){
    var mesh=scene.meshes.getByIndex(i);
    if(!mesh.visible) continue;
    //local to parent transformation matrix
    var trans=mesh.transform;
    //build local to world transformation matrix by recursively
    //multiplying the parent's transf. matrix on the right
    var parent=mesh.parent;
    while(parent.transform){
      trans=trans.multiply(parent.transform);
      parent=parent.parent;
    }
    //get the bbox of the mesh (local coordinates)
    var bbox=mesh.computeBoundingBox();
    //transform the local bounding box corner coordinates to
    //world coordinates for bounding sphere determination
    //BBox.min
    corner.set(bbox.min);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    //BBox.max
    corner.set(bbox.max);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    //remaining six BBox corners
    corner.set(bbox.min.x, bbox.max.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.min.x, bbox.min.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.min.x, bbox.max.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.min.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.min.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.max.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
  }
  //compute the smallest enclosing bounding sphere
  mb.build();
  //
  //current camera settings
  //
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);
  var res=''; //initialize result string
  //aperture angle of the virtual camera (perspective projection) *or*
  //orthographic scale (orthographic projection)
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var aac=camera.fov*180/Math.PI;
    if(host.util.printf('%.4f', aac)!=30)
      res+=host.util.printf('\n3Daac=%s,', aac);
  }else{
      camera.viewPlaneSize=2.*mb.radius();
      res+=host.util.printf('\n3Dortho=%s,', 1./camera.viewPlaneSize);
  }
  //camera roll
  var roll = camera.roll*180/Math.PI;
  if(host.util.printf('%.4f', roll)!=0)
    res+=host.util.printf('\n3Droll=%s,',roll);
  //target to camera vector
  var c2c=new Vector3();
  c2c.set(camera.position);
  c2c.subtractInPlace(camera.targetPosition);
  c2c.normalize();
  if(!(c2c.x==0 && c2c.y==-1 && c2c.z==0))
    res+=host.util.printf('\n3Dc2c=%s %s %s,', c2c.x, c2c.y, c2c.z);
  //
  //new camera settings
  //
  //bounding sphere centre --> new camera target
  var coo=new Vector3();
  coo.set((mb.center())[0], (mb.center())[1], (mb.center())[2]);
  if(coo.length)
    res+=host.util.printf('\n3Dcoo=%s %s %s,', coo.x, coo.y, coo.z);
  //radius of orbit
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var roo=mb.radius()/ Math.sin(aac * Math.PI/ 360.);
  }else{
    //orthographic projection
    var roo=mb.radius();
  }
  res+=host.util.printf('\n3Droo=%s,', roo);
  //update camera settings in the viewer
  var currol=camera.roll;
  camera.targetPosition.set(coo);
  camera.position.set(coo.add(c2c.scale(roo)));
  camera.roll=currol;
  //determine background colour
  rgb=scene.background.getColor();
  if(!(rgb.r==1 && rgb.g==1 && rgb.b==1))
    res+=host.util.printf('\n3Dbg=%s %s %s,', rgb.r, rgb.g, rgb.b);
  //determine lighting scheme
  switch(scene.lightScheme){
    case scene.LIGHT_MODE_FILE:
      curlights='Artwork';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NONE:
      curlights='None';break;
    case scene.LIGHT_MODE_WHITE:
      curlights='White';break;
    case scene.LIGHT_MODE_DAY:
      curlights='Day';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NIGHT:
      curlights='Night';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BRIGHT:
      curlights='Hard';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RGB:
      curlights='Primary';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BLUE:
      curlights='Blue';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RED:
      curlights='Red';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CUBE:
      curlights='Cube';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CAD:
      curlights='CAD';break;
    case scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP:
      curlights='Headlamp';break;
  }
  if(curlights!='Artwork')
    res+=host.util.printf('\n3Dlights=%s,', curlights);
  //determine global render mode
  switch(scene.renderMode){
    case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
      currender='BoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
      currender='TransparentBoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
      currender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
      currender='Vertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
      currender='ShadedVertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
      currender='Wireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
      currender='ShadedWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID:
      currender='Solid';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
      currender='Transparent';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
      currender='SolidWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
      currender='TransparentWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
      currender='Illustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
      currender='SolidOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
      currender='ShadedIllustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
      currender='HiddenWireframe';break;
  }
  if(currender!='Solid')
    res+=host.util.printf('\n3Drender=%s,', currender);
  //write result string to the console
  host.console.show();
//  host.console.clear();
  host.console.println('%%\n%% Copy and paste the following text to the\n'+
    '%% option list of \\includemedia!\n%%' + res + '\n');
}

function get3Dview () {
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);
  var coo=camera.targetPosition;
  var c2c=camera.position.subtract(coo);
  var roo=c2c.length;
  c2c.normalize();
  var res='VIEW%=insert optional name here\n';
  if(!(coo.x==0 && coo.y==0 && coo.z==0))
    res+=host.util.printf('  COO=%s %s %s\n', coo.x, coo.y, coo.z);
  if(!(c2c.x==0 && c2c.y==-1 && c2c.z==0))
    res+=host.util.printf('  C2C=%s %s %s\n', c2c.x, c2c.y, c2c.z);
  if(roo > 1e-9)
    res+=host.util.printf('  ROO=%s\n', roo);
  var roll = camera.roll*180/Math.PI;
  if(host.util.printf('%.4f', roll)!=0)
    res+=host.util.printf('  ROLL=%s\n', roll);
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var aac=camera.fov * 180/Math.PI;
    if(host.util.printf('%.4f', aac)!=30)
      res+=host.util.printf('  AAC=%s\n', aac);
  }else{
    if(host.util.printf('%.4f', camera.viewPlaneSize)!=1)
      res+=host.util.printf('  ORTHO=%s\n', 1./camera.viewPlaneSize);
  }
  rgb=scene.background.getColor();
  if(!(rgb.r==1 && rgb.g==1 && rgb.b==1))
    res+=host.util.printf('  BGCOLOR=%s %s %s\n', rgb.r, rgb.g, rgb.b);
  switch(scene.lightScheme){
    case scene.LIGHT_MODE_FILE:
      curlights='Artwork';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NONE:
      curlights='None';break;
    case scene.LIGHT_MODE_WHITE:
      curlights='White';break;
    case scene.LIGHT_MODE_DAY:
      curlights='Day';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NIGHT:
      curlights='Night';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BRIGHT:
      curlights='Hard';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RGB:
      curlights='Primary';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BLUE:
      curlights='Blue';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RED:
      curlights='Red';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CUBE:
      curlights='Cube';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CAD:
      curlights='CAD';break;
    case scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP:
      curlights='Headlamp';break;
  }
  if(curlights!='Artwork')
    res+='  LIGHTS='+curlights+'\n';
  switch(scene.renderMode){
    case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
      defaultrender='BoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
      defaultrender='TransparentBoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
      defaultrender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
      defaultrender='Vertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
      defaultrender='ShadedVertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
      defaultrender='Wireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
      defaultrender='ShadedWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID:
      defaultrender='Solid';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
      defaultrender='Transparent';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
      defaultrender='SolidWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
      defaultrender='TransparentWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
      defaultrender='Illustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
      defaultrender='SolidOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
      defaultrender='ShadedIllustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
      defaultrender='HiddenWireframe';break;
  }
  if(defaultrender!='Solid')
    res+='  RENDERMODE='+defaultrender+'\n';

  //detect existing Clipping Plane (3D Cross Section)
  var clip=null;
  if(
    clip=scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
    clip=scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
  );
  for(var i=0;i<scene.nodes.count;i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(nd==clip||nd.name=='') continue;
    var ndUTFName='';
    for (var j=0; j<nd.name.length; j++) {
      var theUnicode = nd.name.charCodeAt(j).toString(16);
      while (theUnicode.length<4) theUnicode = '0' + theUnicode;
      ndUTFName += theUnicode;
    }
    var end=nd.name.lastIndexOf('.');
    if(end>0) var ndUserName=nd.name.substr(0,end);
    else var ndUserName=nd.name;
    respart='  PART='+ndUserName+'\n';
    respart+='    UTF16NAME='+ndUTFName+'\n';
    defaultvals=true;
    if(!nd.visible){
      respart+='    VISIBLE=false\n';
      defaultvals=false;
    }
    if(nd.opacity<1.0){
      respart+='    OPACITY='+nd.opacity+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    if(nd.constructor.name=='Mesh'){
      currender=defaultrender;
      switch(nd.renderMode){
        case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
          currender='BoundingBox';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
          currender='TransparentBoundingBox';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
          currender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
        case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
          currender='Vertices';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
          currender='ShadedVertices';break;
        case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
          currender='Wireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
          currender='ShadedWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID:
          currender='Solid';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
          currender='Transparent';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
          currender='SolidWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
          currender='TransparentWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
          currender='Illustration';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
          currender='SolidOutline';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
          currender='ShadedIllustration';break;
        case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
          currender='HiddenWireframe';break;
        //case scene.RENDER_MODE_DEFAULT:
        //  currender='Default';break;
      }
      if(currender!=defaultrender){
        respart+='    RENDERMODE='+currender+'\n';
        defaultvals=false;
      }
    }
    if(origtrans[nd.name]&&!nd.transform.isEqual(origtrans[nd.name])){
      var lvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(1,0,0));
      var uvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(0,1,0));
      var vvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1));
      respart+='    TRANSFORM='
               +lvec.x+' '+lvec.y+' '+lvec.z+' '
               +uvec.x+' '+uvec.y+' '+uvec.z+' '
               +vvec.x+' '+vvec.y+' '+vvec.z+' '
               +nd.transform.translation.x+' '
               +nd.transform.translation.y+' '
               +nd.transform.translation.z+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    respart+='  END\n';
    if(!defaultvals) res+=respart;
  }
  if(clip){
    var centre=clip.transform.translation;
    var normal=clip.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1));
    res+='  CROSSSECT\n';
    if(!(centre.x==0 && centre.y==0 && centre.z==0))
      res+=host.util.printf(
        '    CENTER=%s %s %s\n', centre.x, centre.y, centre.z);
    if(!(normal.x==1 && normal.y==0 && normal.z==0))
      res+=host.util.printf(
        '    NORMAL=%s %s %s\n', normal.x, normal.y, normal.z);
    res+=host.util.printf(
      '    VISIBLE=%s\n', clip.visible);
    res+=host.util.printf(
      '    PLANECOLOR=%s %s %s\n', clip.material.emissiveColor.r,
             clip.material.emissiveColor.g, clip.material.emissiveColor.b);
    res+=host.util.printf(
      '    OPACITY=%s\n', clip.opacity);
    res+=host.util.printf(
      '    INTERSECTIONCOLOR=%s %s %s\n',
        clip.wireframeColor.r, clip.wireframeColor.g, clip.wireframeColor.b);
    res+='  END\n';
//    for(var propt in clip){
//      console.println(propt+':'+clip[propt]);
//    }
  }
  res+='END\n';
  host.console.show();
//  host.console.clear();
  host.console.println('%%\n%% Add the following VIEW section to a file of\n'+
    '%% predefined views (See option "3Dviews"!).\n%%\n' +
    '%% The view may be given a name after VIEW=...\n' +
    '%% (Remove \'%\' in front of \'=\'.)\n%%');
  host.console.println(res + '\n');
}

//add items to 3D context menu
runtime.addCustomMenuItem("dfltview", "Generate Default View", "default", 0);
runtime.addCustomMenuItem("currview", "Get Current View", "default", 0);
runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 0);

//menu event handlers
menuEventHandler = new MenuEventHandler();
menuEventHandler.onEvent = function(e) {
  switch(e.menuItemName){
    case "dfltview": calc3Dopts(); break;
    case "currview": get3Dview(); break;
    case "csection":
      addremoveClipPlane(e.menuItemChecked);
      break;
  }
};
runtime.addEventHandler(menuEventHandler);

//global variable taking reference to currently selected node;
var target=null;
selectionEventHandler=new SelectionEventHandler();
selectionEventHandler.onEvent=function(e){
  if(e.selected&&e.node.name!=''){
    target=e.node;
  }else{
    target=null;
  }
}
runtime.addEventHandler(selectionEventHandler);

cameraEventHandler=new CameraEventHandler();
cameraEventHandler.onEvent=function(e){
  var clip=null;
  runtime.removeCustomMenuItem("csection");
  runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 0);
  if(clip=scene.nodes.getByName('$$$$$$')|| //predefined
    scene.nodes.getByName('Clipping Plane')){ //added via context menu
    runtime.removeCustomMenuItem("csection");
    runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 1);
  }
  if(clip){//plane in predefined views must be rotated by 90 deg around normal
    clip.transform.rotateAboutLineInPlace(
      Math.PI/2,clip.transform.translation,
      clip.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1))
    );
  }
  for(var i=0; i<rot4x4.length; i++){rot4x4[i].setIdentity()}
  target=null;
}
runtime.addEventHandler(cameraEventHandler);

var rot4x4=new Array(); //keeps track of spin and tilt axes transformations
//key event handler for scaling moving, spinning and tilting objects
keyEventHandler=new KeyEventHandler();
keyEventHandler.onEvent=function(e){
  var backtrans=new Matrix4x4();
  var trgt=null;
  if(target) {
    trgt=target;
    var backtrans=new Matrix4x4();
    var trans=trgt.transform;
    var parent=trgt.parent;
    while(parent.transform){
      //build local to world transformation matrix
      trans.multiplyInPlace(parent.transform);
      //also build world to local back-transformation matrix
      backtrans.multiplyInPlace(parent.transform.inverse.transpose);
      parent=parent.parent;
    }
    backtrans.transposeInPlace();
  }else{
    if(
      trgt=scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
      trgt=scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
    ) var trans=trgt.transform;
  }
  if(!trgt) return;

  var tname=trgt.name;
  if(typeof(rot4x4[tname])=='undefined') rot4x4[tname]=new Matrix4x4();
  if(target)
    var tiltAxis=rot4x4[tname].transformDirection(new Vector3(0,1,0));
  else  
    var tiltAxis=trans.transformDirection(new Vector3(0,1,0));
  var spinAxis=rot4x4[tname].transformDirection(new Vector3(0,0,1));

  //get the centre of the mesh
  if(target&&trgt.constructor.name=='Mesh'){
    var centre=trans.transformPosition(trgt.computeBoundingBox().center);
  }else{ //part group (Node3 parent node, clipping plane)
    var centre=new Vector3(trans.translation);
  }
  switch(e.characterCode){
    case 30://tilt up
      rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
          -Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,tiltAxis);
      trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,tiltAxis);
      break;
    case 31://tilt down
      rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
          Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,tiltAxis);
      trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,tiltAxis);
      break;
    case 28://spin right
      if(e.ctrlKeyDown&&target){
        trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,spinAxis);
      }else{
        rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
            -Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,new Vector3(0,0,1));
        trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,new Vector3(0,0,1));
      }
      break;
    case 29://spin left
      if(e.ctrlKeyDown&&target){
        trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,spinAxis);
      }else{
        rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
            Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,new Vector3(0,0,1));
        trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,new Vector3(0,0,1));
      }
      break;
    case 120: //x
      translateTarget(trans, new Vector3(1,0,0), e);
      break;
    case 121: //y
      translateTarget(trans, new Vector3(0,1,0), e);
      break;
    case 122: //z
      translateTarget(trans, new Vector3(0,0,1), e);
      break;
    case 88: //shift + x
      translateTarget(trans, new Vector3(-1,0,0), e);
      break;
    case 89: //shift + y
      translateTarget(trans, new Vector3(0,-1,0), e);
      break;
    case 90: //shift + z
      translateTarget(trans, new Vector3(0,0,-1), e);
      break;
    case 115: //s
      trans.translateInPlace(centre.scale(-1));
      trans.scaleInPlace(1.01);
      trans.translateInPlace(centre.scale(1));
      break;
    case 83: //shift + s
      trans.translateInPlace(centre.scale(-1));
      trans.scaleInPlace(1/1.01);
      trans.translateInPlace(centre.scale(1));
      break;
  }
  trans.multiplyInPlace(backtrans);
}
runtime.addEventHandler(keyEventHandler);

//translates object by amount calculated from Canvas size
function translateTarget(t, d, e){
  var cam=scene.cameras.getByIndex(0);
  if(cam.projectionType==cam.TYPE_PERSPECTIVE){
    var scale=Math.tan(cam.fov/2)
              *cam.targetPosition.subtract(cam.position).length
              /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
  }else{
    var scale=cam.viewPlaneSize/2
              /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
  }
  t.translateInPlace(d.scale(scale));
}

function addremoveClipPlane(chk) {
  var curTrans=getCurTrans();
  var clip=scene.createClippingPlane();
  if(chk){
    //add Clipping Plane and place its center either into the camera target
    //position or into the centre of the currently selected mesh node
    var centre=new Vector3();
    if(target){
      var trans=target.transform;
      var parent=target.parent;
      while(parent.transform){
        trans=trans.multiply(parent.transform);
        parent=parent.parent;
      }
      if(target.constructor.name=='Mesh'){
        var centre=trans.transformPosition(target.computeBoundingBox().center);
      }else{
        var centre=new Vector3(trans.translation);
      }
      target=null;
    }else{
      centre.set(scene.cameras.getByIndex(0).targetPosition);
    }
    clip.transform.setView(
      new Vector3(0,0,0), new Vector3(1,0,0), new Vector3(0,1,0));
    clip.transform.translateInPlace(centre);
  }else{
    if(
      scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
      scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
    ){
      clip.remove();clip=null;
    }
  }
  restoreTrans(curTrans);
  return clip;
}

//function to store current transformation matrix of all nodes in the scene
function getCurTrans() {
  var tA=new Array();
  for(var i=0; i<scene.nodes.count; i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(nd.name=='') continue;
    tA[nd.name]=new Matrix4x4(nd.transform);
  }
  return tA;
}

//function to restore transformation matrices given as arg
function restoreTrans(tA) {
  for(var i=0; i<scene.nodes.count; i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(tA[nd.name]) nd.transform.set(tA[nd.name]);
  }
}

//store original transformation matrix of all mesh nodes in the scene
var origtrans=getCurTrans();

//set initial state of "Cross Section" menu entry
cameraEventHandler.onEvent(1);

//host.console.clear();



////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// (C) 2012, Michail Vidiassov, John C. Bowman, Alexander Grahn
//
// asylabels.js
//
// version 20120912
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// 3D JavaScript to be used with media9.sty (option `add3Djscript') for
// Asymptote generated PRC files
//
// adds billboard behaviour to text labels in Asymptote PRC files so that
// they always face the camera under 3D rotation.
//
//
// This work may be distributed and/or modified under the
// conditions of the LaTeX Project Public License.
// 
// The latest version of this license is in
//   http://mirrors.ctan.org/macros/latex/base/lppl.txt
// 
// This work has the LPPL maintenance status `maintained'.
// 
// The Current Maintainer of this work is A. Grahn.
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////

var bbnodes=new Array(); // billboard meshes
var bbtrans=new Array(); // billboard transforms

function fulltransform(mesh) 
{ 
  var t=new Matrix4x4(mesh.transform); 
  if(mesh.parent.name != "") { 
    var parentTransform=fulltransform(mesh.parent); 
    t.multiplyInPlace(parentTransform); 
    return t; 
  } else
    return t; 
} 

// find all text labels in the scene and determine pivoting points
var nodes=scene.nodes;
var nodescount=nodes.count;
var third=1.0/3.0;
for(var i=0; i < nodescount; i++) {
  var node=nodes.getByIndex(i); 
  var name=node.name;
  var end=name.lastIndexOf(".")-1;
  if(end > 0) {
    if(name.charAt(end) == "\001") {
      var start=name.lastIndexOf("-")+1;
      if(end > start) {
        node.name=name.substr(0,start-1);
        var nodeMatrix=fulltransform(node.parent);
        var c=nodeMatrix.translation; // position
        var d=Math.pow(Math.abs(nodeMatrix.determinant),third); // scale
        bbnodes.push(node);
        bbtrans.push(Matrix4x4().scale(d,d,d).translate(c).multiply(nodeMatrix.inverse));
      }
    }
  }
}

var camera=scene.cameras.getByIndex(0); 
var zero=new Vector3(0,0,0);
var bbcount=bbnodes.length;

// event handler to maintain camera-facing text labels
billboardHandler=new RenderEventHandler();
billboardHandler.onEvent=function(event)
{
  var T=new Matrix4x4();
  T.setView(zero,camera.position.subtract(camera.targetPosition),
            camera.up.subtract(camera.position));

  for(var j=0; j < bbcount; j++)
    bbnodes[j].transform.set(T.multiply(bbtrans[j]));
  runtime.refresh(); 
}
runtime.addEventHandler(billboardHandler);

runtime.refresh();




Proposition 4.9 (Projection stéréographique vue comme inversion)
La projection stéréographique est la restriction a S™ d’une application de la forme

tpo: R™\ {P} - R™\ {P}
z— P

- 4+ P
e —PE

T +—

oum>1, acR\{0}, et PeR™.

Une telle application est appelée tnversion.

Démonstration.
On pose m=n+1, P=N = (1,0,...,0) et « = 2.

Il suffit de remarquer que pour (&,&) € S", on a
|(€0,€) = NI? = [(€0,€)1* = 2((&0, &), N) + N> = 2(1 — &)

et donc (tn2)|s, correspond bien a la projection stéréographique de S vers {0} x R™.
[

Proposition 4.10
Soit tps: R™\ {P} — R™\ {P} une inversion et soit Sy une k-sphére, 0 <k <m —1,
de R™\ {P}. Alors :
1. 5% la fermeture de Sy, dans R™ ne contient pas le point P, l'image de Sy par tp,
est une k-sphere.

2. Si la fermeture de Sy dans R™ contient le point P, l'image de Sy par tp, est un

k-plan affine.

Démonstration.
On fait ici esquisse d’une preuve qui est tirée de [J.B81].

Remarquons que tp, =Tpohy ol o1 p, ou h, est une homothétie de facteur o, T, est
une translation de vecteur v, et

I:R™\ {0} - R™\ {0}
x
|z[?
Comme h,, et T, préservent les spheres et les plans pour tout o # 0 et v € R™, il suffit de
montrer la proposition pour l'inversion I.

On commence par traiter le cas kK = m — 1, i.e. celui des hyperspheres et des hyperplans.

Soit alors
S={z e R™"\ {0} | [|z|]> = 2(z,C) +||C|]> =}, >0

une hypersphere de R™ \ {0}. L'image S” de S par I est donnée par

/ m y y
S ={y e R"\ {0} | ||!|yH2||2 _2<Hy|\2’0> +IC]1* =77}

={y e R™\ {0} | 1 —2(y,C) = [lyl*("* — [ICII")}
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Sir?2 —||C||> = 0, i.e. si 0 appartient & la fermeture de S dans R™, on obtient un ensemble
de la forme {y | y141 + ... + ym A, = d}, ce qui correspond bien a un hyperplan affine.

Si 7?2 —||C||? # 0, on peut écrire

S ={y e R"\ {0} | [ly[]* — 2{y, C) +||C|]* = 6},

oflézic 5 et 5% =||C|]? —

> 0, ce qui correspond bien a une hyper-
IC|PP —r 2

1
\ CTP =7
sphere.

Pour le cas général, on peut montrer qu’une k-sphere est I'intersection d’un nombre fini
d’hyperspheres. Ainsi, comme [ est un homéomorphisme (d’inverse I), le point précédent
assure qu'une k-sphere est envoyée sur une h-sphere ou sur un h-plan affine (selon si la
fermeture de la sphére dans R™ contient ou non le point 0).

Le fait que la dimension soit préservée, i.e. k = h, est un corollaire du Théoreme
d’invariance du domaine de Brouwer. O

Corollaire 4.11 .
Soit C un cercle (une 2-sphére) de S* =S" \ {N}. Alors :

1. Si la fermeture de C' dans S™ ne contient pas le point N, l'image de C par la
projection stéréographique est un cercle.

2. Si la fermeture de C' dans S™ contient le point N, l'image de C' par la projection
stéréographique est une droite.
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Chapitre 5

Intégrales premiéres et Théoreme de Noether

Dans ce chapitre, on étudie des quantités qui sont constantes pour toutes les solutions d'un
systeme différentiel y'(¢t) = f(y(t)). Dans le cas d'un systéeme Hamiltonien, on montrera
par exemple que la quantité H(y(t)) est toujours constante pour toutes les solutions (%)
du systeme.

On montrera aussi que de telles quantités peuvent étres obtenues a partir d’actions de
groupes canoniques qui laissent invariant le Hamiltonien H. De telles actions de groupes
sont souvent appelées symétries.

5.1 Intégrales premieres

Définition 5.1 (Intégrale premiere)

Soit une équation différentielle y'(t) = f(y(t)), ou f : V — R V C R" un ouvert
connexe, et soit ¢! le flot associé. On dit qu’une fonction non constante G : V — R est
une intégrale premieére (globale) de f si

Go¢' =G

En d’autres termes, une intégrale premiere est une fonction non constante qui est constante
sur chaque solution de y/(t) = f(y(t)).

En présence d’une intégrale globale G, on dira aussi que la quantité G est conservée.

Si G : D — R est une intégrale premiere de f[p, ou D C V est un ouvert connexe, on
dira G est une intégrale premiere non globale de f.

Remarque 5.1
Par la Proposition 2.9, le champ de vecteurs X associé a f est donné par

X() = S h(6' )

t=0

Ainsi, si G € C?! est une intégrale premiére de f, il découle que X (G) = 0.
Réciproquement, si G € C! est non constante et X (G) = 0, alors pour tout s € I :

0= X(O)W) = 2O @ W) = 2 C6'W)

t=s
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et donc G o ¢' ne dépend pas du temps, i.e. Go @' = G o ¢’ = G et G est une intégrale
premiere de f.

Définition 5.2 (Intégrale premieére)
Soit X un champ de vecteurs sur un ouvert connexe V' C R". On dit qu’une fonction
G € C(V,R) est une intégrale premiére (globale) de X si

X(G)=0et VG #£0

On a la méme distinction qu’auparavant entre une intégrale premiere globale et non
globale.

Remarque 5.2
Si X = Xp est un champ de vecteurs Hamiltonien, il découle de 1'observation faite dans
la Définition 4.3 que

Xr(G)=0 <= {F.G} =0 <= {G,F} =0 <= Xs(F)=0
Proposition 5.3 (Intégrale premiere de 1'énergie)

Soit X = Xp un champ de vecteurs Hamiltonien non trivial sur un ouvert connexe
V C R?". Alors F est une intégrale premiére de X appelée intégrale de 1’énergie.

Démonstration.
On a toujours Xp(F) = {F, F'} = —{F, F'} = 0. De plus, X est non trivial si et seulement
si VF #0. O

Théoréme 5.4 (Existence d’intégrales premieres non globales)

Soit f € CK(V,R™), k > 1, V C R" ouwvert et connexe. Soit y* € V tel que f(y*) # 0.
Alors f posséde n — 1 intégrales premiéres de classe C* non globales et linéairement
indépendantes.

Démonstration.

Soit 1'(z) = te; + z le flot associé & g(z) = e; dans R™. 1l est clair que 9!(z) possede
Ry(2) = 29, ..., Rp(2) = 2, comme intégrales premieres.

Soit u: Dy — Dy C V un C*-difféomorphisme tel que g[p, = J;1f ou, ot Dy, y* € Dy
sont des voisinages ouverts connexes (existe par le Théoreme 2.10).

Alors S5(2) = Ry ou™1(2),...,S,(2) = R, ou~!(z) sont des intégrales premiéres non
globales de f. En effet, pour i =2,...,n :

Si0¢t=SiO(uo¢tou_1) :Riozﬁtou_l :Riou—l =S,
De plus, elles sont linéairement indépendantes, car sinon, la matrice Jacobienne de u~! ne
serait pas inversible. O

Corollaire 5.5

Soit F € C*1(V), k> 1, V C R*™ ouvert et conneze. Soit y* € V tel que VF(y*) # 0.
Alors Xp posséde 2n — 1 intégrales premiéres de classe C* non globales et linéairement
indépendantes.
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Théoréme 5.6 (Théoreme de Poisson)
Soit Xp un champ de vecteurs Hamiltonien sur un ouvert connexe V- C R?".

Si G et H € C? sont deuz intégrales premiéres de X et {G, H} est non constante, alors
{G, H} est aussi une intégrale premiére de Xp.

Démonstration.
Par 'identité de Jacobi,

{FAG,H}} = {GA{H, F}} —{H {F.G}} = —{G,0} — {H,0} =0
O

Remarque 5.7 (Restriction d’un systéeme Hamiltonien & des surfaces)

Soit y/'(t) = VH(y(t)) un systéeme Hamiltonien non trivial sur un ouvert connexe V. Sur
cet ensemble, le Hamiltonien H est nécessairement défini & une constante pres. Cette
restriction peut étre assouplie lorsqu’on étudie le systéme Hamiltonien pour une énergie
H, donnée.

En effet, sous cette condition initiale, on sait que la solution y(¢) sera contenue dans la
surface d’énergie S = {y € R*" | H(y) = Hy}. Ainsi, si K est un autre Hamiltonien tel
que S’ ={y e R*" | K(y) = Ko} = S et VK = VH sur S, alors H et K définissent le
méme systeme Hamiltonien pour l'énergie Hy de H <= 1'énergie K, de K.

Par exemple, si H € CY(V,U), U C R ouvert, VH # 0, et ¢ € C*(U,R) est injective
et telle que ¥ (Hy) = k, ¥/'(Hy) = 1, alors K = ¢(H) satisfait les hypotheses ci-dessus
pour Ky = k et donc définit le méme systéeme Hamiltonien que H sur la surface d’énergie .S.

Considérons maintenant un changement de variable temporel

s= [ (@9)do

ou ¢7 est le flot associé au systeme Hamiltonien y/(t) = VH (y(t)). Le nouveau systeme
2'(s) = A(s)VH(z(s)) associé & ce changement de variable (c.f. Proposition 2.14) n’est
pas globalement Hamiltonien. Cependant, sur la surface S, la fonction K = A\™'(H — H,)
est de gradient VK = A\"'VH et donc VK définit le méme systéme d’équations que
AV H sur cette surface (sous condition d’existence et unicité de solutions des deux
systémes associés pour toute condition initiale donnée).

5.2 Théoréme de Noether

Définition 5.3 (Groupe de Lie matriciel)

Un groupe de Lie matriciel (G, -) est un sous-groupe de (GL(n,R),-), le groupe des
matrices réelles n x n inversibles muni de la multiplication usuelle, qui est de plus une
sous-variété de R™ (voir Annexe A pour des rappels sur les sous-variétés).

Remarque 5.8
Certains auteurs utilisent la définition suivante différente, mais équivalente, pour la notion
de groupe de Lie matriciel :
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Un groupe de Lie matriciel (G, -) est un sous-groupe fermé de (GL(n,R),-) (muni de
la topologie usuelle sur R”Z).

On pourra se référer a la section 2 de [Jr08] pour cela.

Définition 5.4 (Sous-groupe & un parametre)
Soit (G, ) un groupe de Lie matriciel.

On appelle sous-groupe a un parametre de G un homomorphisme de groupes
¢: (R, +) = (G,) tel que ¢ € C'(R,G).

Définition 5.5 (Action de groupe canonique)
Soit (G, +) un groupe de Lie matriciel et soit 1 : G x V' — V une action de groupe, V' C R*"
ouvert.

On dit que 1) est une action de groupe canonique si ) € C*(G x V, V) (au sens des
sous-variétés) et si ¥9(-) = 1(g,:) : V — V est un difffomorphisme canonique pour tout
geqg.

Proposition 5.9
Soient V. C R* ouwvert et simplement connexe, (G,-) un groupe de Lie matriciel, 1) :
G x V. =V une action de groupe canonique et g(t) un sous-groupe a un paramétre de G.

Alors le flot défini par ¢'(z) = 9 (z), t € R, x € V, est de classe C' et le champ de
vecteurs associé

X()= Dh(eh)| = o)

t=0 t=0

est globalement Hamiltonien, i.e. X = X¢g pour un certain Hamiltonien G.

Démonstration. Le flot est C!, car c’est une composition d’applications de classe C!. Le
fait que le champ de vecteurs est globalement Hamiltonien découle du Théoreme 4.7. [

Théoréme 5.10 (Théoreme de Noether, version simplifiée)
Soient V. C R*" ouvert, simplement conneze, et H € CY(V') un Hamiltonien.

Soit (G, ) un groupe de Lie matriciel et soit ) : GxV — V une action de groupe canonique
telle que
Hoy=HVYgeg

Alors pour tout sous-groupe a un paramétre g(t) de G, la fonction G obtenue comme dans
la Proposition 5.9 est une intégrale premiére globale de Xp.

Démonstration.
0
Xp(G)=0 <= Xg(H)=0 <= aH(ng“)) =0
t=0

[]

Remarque 5.11
Les définitions données plus haut ont été faites dans le contexte des groupes de Lie
matriciel.

La Proposition 5.9 et le Théoreme de Noether restent vrais (avec la méme preuve) dans le
contexte ott V' C R?" est ouvert et simplement connexe, (G, -) est un groupe quelconque tel

28



que G CR™ ¢ : GxV — V est une action de groupe telle que ¥9(-) = ¥ (g,-) : V — V est
un difféomorphisme canonique pour tout g € G, g: (R, 4+) — (G, ) est un homomorphisme
de groupes tel que g € CY(R, G) et le flot ¢f(z) = I (), t € R, x € V, est supposé de
classe C'(R x V, V).

Cependant, avec de tels groupes (G, -), on n’a pas nécessairement une caractérisation des
homomorphismes g comme ci-dessous.

Théoréme 5.12 (Sous-groupe matriciel a un parametre)

Soit (G,-) un groupe de Lie matriciel.

Soit g: R — G un sous-groupe a un paramétre de G. Alors il existe A € T1G (I’espace
tangent a G en lidentité) tel que g(t) = e'4.

etA

Réciproquement, pour tout A € T;G, g(t) = est un sous-groupe da un parametre de G.

Démonstration.
Soit g(t) un sous-groupe & un parametre de G. Alors

g(t+h) —g(t) g(t) - g(h) = g(t)

g'(t) =lim 3 =i h

donc ¢(t) est solution du probléme linéaire

(Cau) = {9/@) —g(t) A, tER

ot ¢'(0) = A, probléme qui admet g(t) = ¢! comme unique solution. De plus, g(¢) est une

courbe dlfferentlable dans G telle que g(0) = I et ¢'(0) = A, donc A € T;G par définition
de I'espace tangent a une sous-variété.

Pour la seconde direction, on pourra se référer a [Hall5] (Corollaire 2.35). O]

Définition 5.6 (Algebre de Lie)

Soit (G, ) un groupe de Lie matriciel.

L'espace g = {A € R™" | g(t) = ' est un sous-groupe a un parametre de G} = T;G est
appelé 'algébre de Lie du groupe §.

La table 5.1 plus bas indique les algebres de Lie de groupes de Lie matriciel standards.
Les preuves sont faites en Annexe B.

Remarque 5.13
Dans le contexte du Théoreme de Noether, I'application qui a un élément A de I’algebre
de Lie g de (G, -) associe une intégrale premiere G4 de H est une application R-linéaire.

Ainsi, pour déterminer toutes les intégrales premieéres d’une action canonique, on pourra
considérer uniquement les intégrales premieres données par une base de I'algebre de Lie g
et utiliser ensuite la linéarité.
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TABLE 5.1 — Groupes de Lie matriciel et leur algebre de Lie

‘ Groupe de Lie matriciel ‘ Algebre de Lie ‘
| GL(n) = {M € R™" | det(M) # 0} | gl(n) = R™" |
| SL(n) = {M € R™" | det M = 1} | sl(n) = {4 € R™" | Tr(A) = 0} |
| O(n) ={M e R | MTM =1} | so(n) ={A e R™" | AT+ A=0} |
| SO(n) ={M e R™" | det M =1, M"M =1} | so(n) = {A e R | AT + A =0} |
| Sp(2n) = {M e R** | MTJM = J} | sp(2n) = {A e R | ATJ + JA =0} |

Cependant, il n’est pas garanti que les intégrales premieres obtenues d’une base de g
soient toutes linéairement indépendantes.

5.3 Conservation de la quantité de mouvement totale

On reprend les notations de I’Exemple 3.1.

On considére en toute généralité un Hamiltonien H(q,p), ou ¢ = (Q1,...,Qn) et p =
(P, ..., Py), Qi, P, € R tel que H est invariant par I’action par translations de (R¢, +)
suivante :

Qi Qi+v PP
qui est trivialement canonique.
Les homomorphismes continument différentiables g(t) : (R, +) — (R%, +) sont exactement
ceux de la forme g(t) = tv, o v € R,

Ainsi, le champ de vecteurs associé au flot

qbt(Qh "'7QN7P17 7PN) - (Ql +tU, JQN +tU7P17 7PN)

induit par ¢(t) est donné par

N

=3 (Vo.h,v) = Xg(h), on G =Y (P, v)

=0 =1 i=1

X(h) = S n(e)

Ainsi, pour tout v € R?, G = ¥ (P,,v) est une intégrale premiere de Xy, i.e. G est
constante sur chaque solution de I'équation y/(¢t) = JVH (y(t)).

Dans le cas d’'un Hamiltonien de la forme

Mo
i=1 1
comme dans I'Exemple 3.1, on a P, = m;Q;, i = 1,..., N, et donc
N .
G=> (miQ;v)

=1

est une intégrale premiére de I’équation d’Euler-Lagrange pour tout v € R
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En particulier, la quantité de mouvement totale du systeme
N _ d /N _
> omiQi = (Z@%‘Qia €j>> €
i=1 j=1 \i=1

est conservée.

Exemple 5.1 (Réduction du probleme a deux corps)
On consideére le Hamiltonien du probleme a deux corps

1 1
H = — PP+ —|P)? ke R\{0},Q; P eR?

k
Q1 — Qo
et le systeme Hamiltonien

Qi(t) = TiPi(t), i=1,2

Bt) = ~Ua(Qi(t) ~ Qult), i=1.2

associé.
Soit (Q1(t), Qa(t), Pi(t), Py(t)) une solution de ce systeme.

Considérons le centre de masse R(t) et les coordonnées relatives r(t) du systeme :

m1Q1(t) + maQa(t)

m1+m2

R(t) = : r=Q1(t) — Q)

Etant donné que le Hamiltonien H est invariant par I'action par translations de (R?, +)
vu dans la Section 5.3, la quantité de mouvement totale du systeme my Q1 (t) + maQa(t)
est constante et donc R(t) vérifie

B(t) =0, ie R(t) = R(0) + R(O)t.

Les coordonnées relatives satisfont

m>:@@—@w=%aw—%&w=wx
_ B 1 1 r(t)
5 =k (ml i mz) (D)

i.e. (r(t),s(t)) est solution du systéeme Hamiltonien donné par

1 k- 11
H(r,s):§]5]2+f, k= (+n12> -k eR\{0},r,s € R® r #0

7| my

Remarquons finalement que I'on peut exprimer Q;(t) et Q2(t) en fonction de R(t) et r(t)

comme

mo my

r(t),  @at) = R(t) - r(t)

my + Mgy my + my
et donc il suffit de savoir résoudre le systeme Hamiltonien pour les coordonnées relatives
r(t) pour pouvoir résoudre le probléeme a deux corps.
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5.4 Conservation du moment cinétique total

On reprend les notations de I’Exemple 3.1.

On consideére en toute généralité un Hamiltonien H(q,p), ou ¢ = (Q1,...,Qn) et p =
(P, ..., Py), Qi, Py € R tel que H est invariant par I'action par "rotations" de (SO(d),-)
suivante :

Qj— RQ;  Pj— RP;

qui est canonique.

Les sous-groupes a un parametre g(t) : (R,4+) — (O(d), -) sont exactement ceux de la
forme g(t) = ¢4, on A € R4 AT + A =0 (c.f. Table 5.1 et Annexe B).

Remarquons que le flot

(bt(Qla "'7QN7P17 EERE) PN) = (etAQla "'7etAQN7 etApla "'7etAPN>

associé a g(t) est le flot du champ de vecteurs associé au systeme d’équations différentielles

Q:(t) = AQi(t), i=1,..,N
P(t) =AP(t),i=1,..,N

et donc le champ de vecteurs associé est

N N N
i=1 i=1 i=1

Ainsi, pour tout A € R4 AT + A =0, G =3V (AQ;, P;) est une intégrale de H.

En prenant des générateurs A4;;, 1 <i < j < d, de so(d) telles que A, ; est la matrice
nulle avec coefficient 1 & la coordonnée (7, j) et —1 & la coordonnée (j,7), on obtient que
les fonctions

Gi; = ’;(Qk)j (Pr)i — (Qr)i - (Pr);

sont des intégrales premieres de Xp.
Dans le cas d’un Hamiltonien de la forme

Nooq

H(q,p) = (Z o

=1

\Pjﬁ) U@ Q)

J

comme dans 'Exemple 3.1, on a P, = m;Q;, i = 1,..., N, et donc on peut réécrire les
intégrales G; ; comme

Gij=> mi(Qr); - (Qn)i — mi(Qr)i - (Qr);
P

En dimension d = 3, ces intégrales correspondent (a un signe pres) aux composantes du
moment cinétique total du systeme.
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5.5 Conservation des angles et des normes

Considérons un Hamiltonien quelconque H(q,p), ¢,p € R", invariant sous 'action de
(SL(2),-) suivante :

b
q — aq + bp, p — cq + dp, (i d) € SL(2)

qui est canonique.

Les sous-groupes a un parametre ¢(t) : (R, 4+) — (SL(2),-) sont exactement ceux de la
forme g(t) = e, on A € R?*2, Tr(A) = 0 (c.f. Table 5.1 et Annexe B).

On consideére les générateurs Ay, Ay, Az de sl(2) définis par

1 0 01 00
Al - (0 _1> 7A2 - (O O) 7A3 - (1 O)?
t
tA] (& 0 tAs 1 ¢ tAs 1 0
¢ _<0 et>’€ _<0 1)’6 _<t 1

Ainsi, les champs de vecteurs associés aux flots

et tels que

¢\ (q,p) = (e'q,e™'p)
®5(q,p) = (¢ +tp,p)
¢5(q,p) = (¢, tq +p)

induits par A;, Ay, A3 sont donnés par

Xi(h) = Sh(h)| = (a0, Vah) + (5, Vb = X, (), 0b € = {g.)

t=0

0 . 1
Xy(h) = &h(ﬁbg) = (p, V4h) = X¢,(h), ou Gy = §|p|2

t=0

0 . 1
X3(h) = &h(ébé) = (¢, Vph) = X¢,(h), ou G5 = §|CJ|2

t=0

Ainsi, les quantités (q, p), |p|?, |q|? sont des intégrales premicres de Xy.

Exemple 5.2 (Géodésique sur S")
On applique le résultat précédent au Hamiltonien

1 o _ Lo (laa) (ap)
H(q,p) =5 (laPIpl* = (2. p)*) = g ot <<p7 q) (:mp))

qui est invariant par l'action de (SL(2),-) ci-dessus.

Le systeme associé est

p(t) = —Ipl’q+ (¢, p)p

{Q(t) = |q1*p — (4. p)q,
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On sait alors que (g, p), |p|?, |g|*> peuvent étre traitées comme constantes et donc que le
systéme se résoud comme un systéme linéaire y'(t) = Ay(t) avec matrice

A (—(qO,po> a0l )

—|p0|2 <QO7]90>

Le polyndme caractéristique de cette matrice est A2 + 2H, et donc ses valeurs propres
sont A\ o = +iy/2Hy, car Hy > 0 par I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Si Hy > 0, les solutions sont de la forme cos(£+/2Hyt)vy + sin(d=y/2Hot)v, v; € R?", et
donc sont périodiques.

Si on considere un probleme avec ce méme Hamiltonien H restreint au cas ou les inté-
grales G, G3 valent (g, p) = 0, |g|> = 1, on retombe sur I’équation géodésique standard

sur S” vu dans I'Exemple 3.3. La contrainte supplémentaire H = % est équivalente a

celle que [p|? = 1, i.e. la solution (q(t),p(t)) est contenue dans le fibré tangent unité
T1(S") = {(q.p) € R*" | |g| = |p| = 1, (g, p) = 0} de la sphere §".

Notons finalement que H est aussi invariant par I'action par rotations de (S(n),-) vu dans
la Section 5.4 et donc que les quantités

Gij=q¢"pi— ¢ pj, 1<i<j<n

sont aussi des intégrales premieres de Xp.

34



Chapitre 6

Probleme de Kepler

6.1 Caractérisation des solutions pour 1’énergie négative

On reprend les notations de I’Exemple 4.1.

Le but de ce chapitre est de montrer le Théoréme suivant :

Théoréeme 6.1
Le probleme de Kepler donné par I’Hamiltonien

1 1
H(q,p) = §Ipl2 — e €ER",q#0

avec énergie Hy = —% est équivalent au sens étendu au probléme géodésique donné par

B0, 0.1) = 5 (160 OF I, M7 — {(60:€), Gro-))?)

ot (&0,&,m0,m) € (RPN LT) x R™™ quvec intégrales |(o, &) = 1, ((&o,€), (n0,m)) =0 et
) =3 (<= [, )| =1).

Démonstration.

La preuve est comme suit : Tout d’abord, on transforme le champ de vecteurs Xg en
un champ de vecteurs non Hamiltonien qui est équivalent au sens étendu a X¢ et qui,
lorsque X4 est restreint a la surface Tl(gn), définit le méme systeme que le Hamiltonien
du probleme de Kepler pour I’énergie —%. Ensuite, on calcule explicitement le passage
d’une solution au probléeme géodésique a une solution au probleme de Kepler.

Partie 1: Transformation de ®

On reprend le difféomorphisme canonique u: (R**!\ L*) x R — R x R de
I’Exemple 4.1 défini par

1'0—‘(6075)'7 ’(507§)|_£O 61
oo+ (&) (61)
Yo = —’(5075” y Y = (‘(50,5)’ - 50)77 - (3/0 - 770)5

L’application canonique u~! transforme le Hamiltonien ® sur le Hamiltonien F' = ® o u ™.

I1 suffit donc de trouver comment exprimer ® en fonction de xg, x, yo, y pour déterminer
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F. Pour se faire, on exprime d’abord |z|? et |y|? en fonction de &y, &, ng, n et on remarque
que l'on retrouve ® dans ces calculs. On a :

2|(&0,¢)|

2
1= NS0
S T T

- €] 2 O + & .
|z = <|( ) LR E t (6.2)

£, &%) (&9 - &'

2 = (0 )] — &0)2 Inl? + (“50]20’ (gj’ m) _ no) P

260, )] — &) (“m (0, 1) —770> &)

(€0, €|
_ (1091 — & : 2 _ )
_< (€0, €)] ) (’(770777)| (&0, ) = (€0, €), (0, m)) )

ou il faut écrire |§|2 = |(£0a §)|2 - 53 et <€’ 77) = <<€07 6)7 (/’707 77)) - 507707 et développer tous
les produits pour vérifier la derniere égalité.

Alors 1
Flao,2,50,5) = ®ou = <(Jaf + 12yP

et F' ne dépend pas de xq et yo. Comme |(&o, )| et ((&o,&), (m0,n)) sont des intégrales de
@ il découle que x( et yy sont des intégrales de F'.

Comme xg et yo n’interviennent pas dans l'expression de F', on ne perd pas de généralité
a étudier F' en se restreignant au cas xg = 1, yg = 0. Dans ce qui suit, on écrira par abus
de notation F(z,y) = F(1,2,0,y) = s(|z|* + 1)?|y[*.

Par la loi de transformation, le flot ¢! associé au systéme de I est donné par ¢! = wotptou™
o ¢! est le flot géodésique sur ']I‘(S”)

1

9

On introduit maintenant la fonction (k) = v2k. On a 9 (5) = 1 et ¢/(5) = 1. Sur la
surface d’énergie S = {(z,y) | F(x,y) = 1}, le Hamiltonien

K = 4(F) = (> + ]

définit le méme systeme Hamiltonien que F'. La surface d’énergie pour K qui coincide
avec S est {(z,y) | K(x,y) = 1}.

Introduisons ensuite la variable temporelle

s=ot..y) = [[lyo o (a.y)ldo

ol yo¢ correspond & la projection sur la coordonnée y de ¢. Cela correspond a A(z,y) = |y|
au sens de la Proposition 2.14.
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1
Sur la surface S, la fonction R = —(K — 1) =

3 —(¢(F) — 1) sert de Hamiltonien pour le

\ ||
systeme

dont le flot est donné par

selon la Proposition 2.14.

Or,
1 1
R= (e 1)~ o= H 4 |
2 vl 2
et la surface d’énergie pour H qui coincide avec S est {(z,y) | H(z,y) = —3}.

Finalement, on fait la transformation canonique (z,y) = w(q, p) = (p, —q) et on retrouve
le Hamiltonien du probleme de Kepler.

Partie 2: Conclusion

Soit (&o(t),&(t), mo(t), n(t)) une solution au probleme géodésique associé & ¢ sur la surface
T, (S"). L’image de cette solution par le difféomorphisme u est une solution (1, z(t),0,y(t))
au systéme (2o (t), &(t), 5o(t), y(t)) = JVF sur la surface d’énergie {(x,y) | F(z,y) = 3}.
Pour cette solution, le changement de variable temporel s = v(t, z(0),y(0)) associé est
explicitement donné par

s= [lyto)ldo = [~ &fo))do

Ainsi, la solution au probleme de Kepler pour I’énergie —% correspondante est donnée par

les relations (inversibles) suivantes :
0
1—&(t)
q(s) = —y(t) = (1= &@)n(t) +m(t)E(t)

]

Remarque 6.2
Soit (q(t),p(t)) une solution au probleme de Kepler a énergie Hy = E < 0, i.e. (q(t),p(t))
satisfait H(q(0),p(0)) = E et

q(t) =p(t())
: _oqlt
PO = Lop

Alors pour tout § > 0, (62¢(672s),0 'p(6735)) est une solution au probléeme de Kepler a
énergie Hy = 0 2E < 0.
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Corollaire 6.3
Soit (q(s),p(s)) une solution au probléme de Kepler a énergie négative.

Alors exactement un des deuz cas suivant a lieu :

1. (q(s),p(s)) est définie pour tout s € R et est périodique ;
2. Il existe S > 0 tel que

lim ¢(s) =0 et lim |¢(s)| = lim |p(s)| = +o0
s—S— s—S— s—S—

De plus, dans le premier cas, la trajectoire de la vitesse {p(s) | s € R} est un cercle

et dans le second cas, la trajectoire {p(s) | s € I}, ou I correspond a l'intervalle

d’existence de la solution, est une droite.

Physiquement, en revenant au probleme a deux corps, le deuxiéme cas signifie que les deux
corps considérés entrent en collision a un temps fini et que leur mouvement est rectiligne.

Démonstration.

La Remarque 6.2 montre que le comportement d’une solution (¢(s),p(s)) au probleme
de Kepler a énergie négative E' < 0 est similaire a celui d’une solution (G(s),p(s)) au
probleme de Kepler a énergie —%.

Si (&(t), (1), mo(t), £(¢)) est la solution au probléme géodésique sur T (S") associée A
(G(s),p(s)), alors (& (t),£&(t)) détermine le comportement de (g(s), p(s)).

En effet, si (&(t), £(t)) correspond a une géodésique sur S™ dont la trajectoire (compactifiée
en prenant la fermeture dans S") n’inclut pas le pole nord de la sphere, alors (¢(s), p(s))
est définie pour tout s € R et est une solution périodique.

Dans le cas contraire, (§y(t),£(t)) est une solution telle qu’il existe 7' > 0 tel que

lim &(t) = 1,

t—=T—

et alors la solution (¢(s),p(s)) dégénere au sens du second cas.

La caractérisation de {p(s) | s € I} découle du fait que cette trajectoire vitesse est
'image (ajustée par un facteur 6~1) par la projection stéréographique de la trajectoire
{(&(1),£(1)) | t € J} de la géodésique de S, qui est un grand cercle comme nous avons
pu le voir dans ’Exemple 3.3.

Or, la projection stéréographique envoie les cercles compacts de Sm sur des cercles et les
cercles non compacts de S™ sur des droites par le Corollaire 4.11. [
6.2 Symétrie du groupe SO(n + 1) et vecteur de Runge-Lenz

Le Hamiltonien H du probleme de Kepler est clairement invariant par ’action par rotations
de (SO(n),-) vu dans la Section 5.4. Les quantités

Gij=q¢;"pi— ¢ pj, 1<i<j<n

sont donc des intégrales premieres pour le probleme de Kepler. Cependant, il existe un
groupe de symétries plus grand pour ce probleme.
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En effet, le Hamiltonien ® est invariant par 'action par rotations de (SO(n + 1),-) vu
dans la Section 5.4. Les quantités

Lij=& m—&m, 0<i<j<n

sont donc des intégrales premieres de Xeg.

Pour 1 <i < j < n, les intégrales correspondantes pour Xy avec énergie —% sont données
par

Fi,j =T Y —TiY; = —Pj G +tDi" ¢ = _Gi,j7
ou on a utilisé les relations (6.1), (&, &) =1, et (z,y) = (p, —q).
Elle coincident avec les intégrales de l'action de (SO(n),-) sur H.

Les intégrales intéressantes sont données pour i =0 et 1 < j < n. On trouve
& Lo Lo o
Loj = —(z,y)z; + §(|$| — Dy = v a)p; — 5(\19! - 1)gj,

ou on a utilisé les relations (61)7 (62)7 |(£Oa §)| = 17 Yo = 507704‘ <£7 77> = 07 (ZZ', y) = (p7 _Q)a
et

B - Yo — 2 Mo B B
(o) = (6,7) <|<5o, S )|5| om0 - ) =

Pour obtenir les intégrales correspondantes pour une énergie H < 0 quelconque, on fait
usage de la Remarque 6.2 et on obtient les intégrales

= (5_1]), 52q>5_1pj — ;(|5‘1p|2 — 1)52%, oud=+v—-2H

1
= (p, q)p; — §(|p|2 + 2H)q;

q; .
= (p,q)p; — Ipl*q; + |j| j=1,.

Finalement, on remarque que L;,j = 1,...,n, est une intégrale premiere globale de Xy
pour n'importe quelle énergie. En effet, il suffit de voir que

Xu(Lyj) ={H, L;} = (Hy, L) — (H,, L)

q e
= (p,p;p — |pl’e; — U + ) —

4l ’3,qu + €;(q,p) — 2¢;p)

lq
—0

Ainsi, le vecteur L = (L;)1<j<n, appelé vecteur de Runge-Lenz, est une quantité
conservée du probleme de Kepler.
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Annexe A

Rappels sur les sous-variétés de R”

On rappelle ici, sans démonstration, des concepts de base sur les sous-variétés de R"™. On
se contentera de parler de sous-variétés différentiables de R™, en laissant de coté la notion
de variétés différentiables abstraites. Cela suffit pour notre cadre. On notera tout de méme
que l'on ne perd pas forcément de généralité en ne travaillant qu’avec des sous-variétés de
R". C’est 'objet du Théoréme de plongement de Whitney.

Toutes les définitions et les résultats qui suivent sont tirés de [Laf96] et [Haill].

Définition A.1 (Sous-variété de R™)

Une sous-variété de R™ de classe C* de dimension m, k& > 1, m > 0, est un sous-
ensemble M C R" tel que Vp € M, 3U C R™ un ouvert, p € U, d¢ : U — V C R" un
C*-difféomorphisme tel que

S(UNM)=VnNR™x{0}"™)

On appelle (U, ) une carte redressante (de classe C*) au voisinage de p pour la
sous-variété M.

L’ensemble de toutes les cartes de classe C* de M est appelé le C*-atlas maximal de M.

Définition A.2 (Application de rang constant)

Soit f € CY(U,R™), U C R™ ouvert. Pour p € U, on consideére d,f la différentielle (au
sens de Fréchet) de f en p, qui est une application linéaire R™ — R™. On dit que f est de
rang constant si rang(d,f) = dim Im(d, f) est constant sur U.

On dit que f est une immersion si d, f est injective Vp € U.

On dit que f est une submersion si d, f est surjective Vp € U.

Théoréme A.1 (Caractérisation des sous-variétés de R")
Soit M C R™. Sont équivalents :

1. M est une sous-variété de classe C* de dimension m de R" ;

2. Vp e M, 3U C R" ouvert, p € U, g : U — R"™ une submersion de classe C*
telle que UNM = g~*({0});

3. Vp € M, AU C R" ouvert, p € U, 4V C R™ ouvert, 0 € V, Iy : V — R"
une immersion de classe C* telle que (0) = p et : V. — U N M est un
homéomorphisme (par rapport aux topologies sous-espace respectives).

Une telle fonction 1 est appelée paramétrisation locale de M au voisinage de p.
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Définition A.3 (Espace tangent a une sous-variété)

Soit M C R™ une sous-variété. Un vecteur v € R" est dit tangent a la sous-variété M en
p € M §'il existe une courbe v € C((—¢,€), M), € > 0, telle que v(0) = p et ¥(0) = v.
On note T, M 'ensemble des vecteurs tangents a M en p; T, M est appelé espace tangent
a M en p.

Théoréme A.2 (Caractérisation des espaces tangents)
Soit M C R™ une sous-variété de dimension m, p € M. Considérons l’espace tangent
T,M. On a les descriptions suivantes de T,M :

1. Si (U, ¢) est une carte redressante au voisinage de p, ¢(p) =0, alors
T,M = dop™ ' (R™ x {0}"™™)
2. Si 1 est un paramétrage local au voisinage de p, 1 (q) = p, alors
T,M = Tm(d,)

3. St U est un voisinage de p dans R™ et g : U — R"™™ est une submersion telle que
UNM=g'({0}), alors
T,M = ker(d,g)

Corollaire A.3
Soit M C R™ une sous-variété de dimension m, p € M. L’espace tangent T,M est un
sous-espace vectoriel de R™ de dimension m.

Définition A.4 (Fibré tangent)
Soit M C R™ une sous-variété. On appelle fibré tangent 1’ensemble

T(M)={(p,v) |pe M,ve T,M} C R" x R"

Définition A.5 (Différentiabilité sur une sous-variété)
Soient M, N deux sous-variétés de classe C" de dimension m et n respectivement et soit
F . M — N une application.

On dit que F est différentiable de classe C*, 1 < k <7, noté FF € C*(M,N), si F est
continue (au sens topologique) et si Vp € M, 3 des Ck-cartes (U, ¢) de M, (V,+) de N
aux voisinages de p et F'(p) respectivement telles que la fonction Fy,(z) définie par

YpoFo¢:d(U)N(R™x {0}) = R" x {0}
(2,0) = (Fyy(2),0)

est de classe C* au sens usuel.

Remarque A.4
La notion de différentiabilité ne dépend pas des cartes choisies. Cela découle du fait que
pour deux C*-cartes (U;, ¢;), (Uj, ¢;) de M telles que U; ; = U; N U; # 0, on a que

Gji = @j 0 ¢7,_1 rﬁbi(Ui,j)
est un C*-difféomorphisme d’inverse ¢; ; et tel que
oilu,; = ¢ji0 ¢ilu,;

L’application ¢;; est appelée application de changement de cartes.
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Remarque A.5

Comme N C R" et que les cartes (V,4) de N sont des difféomorphismes, une définition
équivalente a la différentiabilité de F': M — N imposerait seulement la condition que la
fonction Fy(z) définie par

Fo¢p':9U)N(R™x {0}) - N CR"
(2,0) = Fy(2) := Fo¢ '(2,0)

soit différentiable de classe C* au sens usuel.

Avec cette définition, il est clair que si M est un ouvert de R™ (vu comme une sous-variété
de dimension m) et N est une sous-variété de R™, la définition de différentiabilité de
classe C* pour une application ' : M — N coincide avec la définition usuelle (il suffit de
prendre l'identité pour la carte ¢ de M).

Proposition A.6 (Composition d’applications différentiables)
Soient M, N, O trois sous-variétés et F € C*(M,N), G € C*(N,O).
Alors Go F € C*(M,0)
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Annexe B

Calculs d’algebres de Lie

Proposition B.1 (Rappels sur 'exponentielle d’une matrice)
L’exponentielle d’une matrice est ’application

exp(-) : R — R™"
o 1 "
AT+ nZ::l EA

Une telle application est bien définie et vérifie :
cexp(0) =1;
2. exp(:) € C®°(R™™ R™™");
3. L exp(tA) = exp(tA)A = Aexp(tA) VA € R™";
4. exp(A+ B) = exp(A) - exp(B) si A et B commutent ;
5. exp(A) est inversible d’inverse exp(—A) VA € R" ™,
On note exp(A) = e

~

Démonstration. Voir la section 2 de [Hall5]. O

Proposition B.2 (Différentielle du déterminant)
Considérons 'application det : R™*™ — R.

Alors det(-) est de classe C* et
ddet(H) = Tr(Cof (A)"H)
ot Cof(A) est la matrice de cofacteurs de A.

Démonstration.

det(-) est C*°, car le déterminant de A consiste juste en une somme/produit des coefficients
de A.

Partie 1: Différentielle en A =1

Tout d’abord, on étudie d; det(H). Comme le déterminant est donné par le produit des

valeurs propres, on a
n

det(I + H) = [T(1+ M),

i=1
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ot {A1, ..., \,} C C correspondent aux valeurs propres de H et {1+ A\;,...,1+ \,} CC
correspondent aux valeurs propres de I + H. Alors

det(I+ H) =1+ En: Ai + O(||H|]?) = det(I) + Tx(H) + O(|| H|?)
i=1
i.e. dydet(H) = Tr(H).
Partie 2: Différentielle en A inversible
Maintenant, considérons une matrice A inversible. Le déterminant s’écrit comme
det(A+ H) = det(A+ AA H) = det(A(I + A™*H)) = det(A) det(I + A" H)
d’ott dy det(H) = det(A) Tr(A~ H) = Tr(det(A)A™ H) = Tr(Cof (A)T H).

Partie 3: Différentielle en A quelconque

Finalement, si A est quelconque, pour t € R assez petit, A + tI est inversible, et comme
det(-) est C'*°, on obtient

dadet(H) = limday(H) = lim Tr(Cof (A + t"H) = Tr(Cof (A)" H)

Proposition B.3 (Déterminant de la matrice exponentielle)
Soit A € R™*". Le déterminant de e” est donné par

det(e?) = T

Démonstration.
Posons f(t) = det(e'!). La dérivée de f est donnée par

') = Tr(Cof(etA)Tjt exp(tA)) = Tr(Cof (e e A) = det(e) Tr(A)

En intégrant, on obtient
[(#) = F(0)! ™ = )

Exemple B.1 (Groupe linéaire inversible)
Considérons G = GL(n) = {M € R™" | det M # 0} le groupe linéaire inversible.
Alors
g={AcR™ | e GL(n,R) Vt)}
= {A € R™™ | det(e') # 0 Vt}
— RRXTL

Exemple B.2 (Groupe spécial linéaire)
Considérons G = SL(n) = {M € R™" | det M = 1} le groupe spécial linéaire.
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Alors

g={AecR™" |l e SL(n) vt}
= {A € RV | det(e!!) = 1 Vt}
={A e RV | T =1 vt}
={A e R™" | Tr(A) =0}
Exemple B.3 (Groupe orthogonal)
Considérons G = O(n) = {M € R™" | M"M = I} le groupe orthogonal.
Alors

g ={AcR™ |4 c O(n) Vt}
={A e RV | (e Tet = I Vt}
= {A e RV | 4 [(eM)Tet] =0 vt}
={A e RV | (e4A)TetA + ()T (et1A) = 0 Yt}
— {Ae RV | AT + A =0}

ot on a utilisé (e!)Te4 = I dans g pour la derniére égalité.

Exemple B.4 (Groupe spécial orthogonal)
Considérons G = SO(n) = {M € R™™ | det M = 1,MTM = I} le groupe spécial
orthogonal. Alors
g={Ac R |4 € SO(n) Vt}
={A € RV | det(ett) = 1, (e!)Tett = T Vt}
={AeR” | Tr(A) =0} N{A e R | AT + A =0}
={AeR¥" | AT + A =0}
Exemple B.5 (Groupe symplectique)
Considérons G = Sp(2n) = {M € R*?" | MTJM = J} le groupe symplectique.
Alors
g ={A e R | e Sp(2n) Vt}
— {A c R2n><2n | (etA)TjetA =J Vt}
— {A c R2nx2n | % [(etA)TJetA} =0 \V/t}
_ {A € R2nx2n | (etAA)TJGtA + (etA)TJ(etAA) =0 Vt}
={A e R | AT ]+ JA = 0}

ot on a utilisé (e!)T Je! = J dans g pour la derniere égalité.
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Annexe C

Déterminant d’une matrice symplectique

Considérons une matrice A € Sp(2n) = {M € R*?" | MTJM = J}.

On a immédiatement
det(ATJA) = det(A)*det(J) = det(J) = det(A) = +1

Il se trouve en fait que det(A) =1 et donc Sp(2n) est un sous-groupe de O(2n).

On donne ici une preuve basée sur la décomposition polaire en algebre linéaire. L’idée de
la preuve peut étre trouvée dans [MZ05] et [MMO3].

Définition C.1
Une matrice O € R™*" est dite orthogonale si OTO = 00T = I,,.
Une matrice U € C™ " est dite unitaire si U U = UU' = I,. On note U* = U .

Théoréme C.1 (Décomposition polaire)
Soit A € R™™ jnversible.

Alors AP € R™™ symétrique définie positive, 30 € R™ ™ orthogonale, telles que
A= PO

De plus, P et O sont uniques.

Démonstration. Voir la section 8 de [Hig08].

La preuve repose sur d’autres résultats classiques en algebre linéaire : la décomposition en
valeurs singuliéres (SVD) et la racine carrée d'une matrice symétrique définie positive. [

Proposition C.2
Soit A € Sp(n).
Considérons la décomposition polaire A = PO de A. Alors P € Sp(2n) et O € Sp(2n).

Démonstration.

ATJA=J <= A=JY A Hg=J"A"NH"J
— A=J'(PO)y™HY'J=J"P HT0OJ
— A=JYPHJJ0J = JNPHTI)JITOT)
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Or, P' = JT(P~Y)TJ est symétrique définie positive et O’ = JTOJ est orthogonale.
On conclut par unicité de la décomposition polaire que P’ = P et O’ = O. On vérifie
facilement que cela est équivalent au fait que P € Sp(2n) et O € Sp(2n). ]

Théoreme C.3

Considérons U(n) = {U € C" | U*U = UU* = I,} le groupe des matrices complexes
unitaires et SpO(2n) = Sp(2n) N O(2n) = {0 € R**2" | OTJO = O, OT0 = L, }. Alors
lapplication

¢ :U(n) — SpO(2n)

. A B
A+iB— (—B A)

est un homéomorphisme.

Démonstration.
Il suffit de montrer que

SpO(2n) = {(_AB i) | A+iBeUmn)

Le fait que ¢ est un homéomorphisme est alors évident.

Tout d’abord, on remarque que

A+iBeU(n) < (A—iB)"(A+iB) = (ATA+ B"B) +i(A"B - BTA) =1,
— A"A+B"B=1,et A"B-B"A=0

(AT —BT><A B) (ATA+BTB ATB—BTA> (In 0
@ = _—=

BT AT -B A BTA—ATB BTB+ ATA 0 I,
A B
= (—B A) € O(2n)

Partie 1: D

Si A+iB € U(n), on a déja que ¢(A + iB) est orthogonale par le point qui précede et la
condition ¢(A +iB)T Jp(A + iB) = J devient équivalente & Jop(A +iB) = ¢p(A +iB)J.

0 L\N(A B\ (-B A\ (A B\(o0 I
(56 8= (20 )= (5 ) 6)
donc ¢(A +iB) € SpO(2n).

Partie 2: C

Réciproquement, si

C D
la condition OT JO = J est équivalente & JO = OJ (car OTO = I,) et donc

(5 6) @ 5)=(% B)-( &)= o) (% §)
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S . (A B
douC’-—B,D-AetO-(_B A>'

Sous cette forme, la condition OTO = I, est équivalente & celle que A + iB soit unitaire
par le point préliminaire. O

Proposition C.4
Soit O € SpO(2n) = {0 € R***" | OTJO = O, OT0 = I, }. Alors det(O) = 1.

Démonstration.

Ecrivons O = <_AB i), A+iB € U(n). Alors

1 (1, —iL\(A B\ 1 (I, il,\ (A+iB 0
2 \=il, I, J\-B A)p\i, 1,)~\ 0o A-iB)

De plus, étant donné que
L =i\ 1 (1, i, 7
Va2 \-il, I, |2 \i, I,) 7"

det(0) = det(A + iB) det(A — iB) = det((A + iB)(A — iB)) = det(I,) = 1

on obtient

Corollaire C.5
Soit A € Sp(2n). Alors det(A) = 1.

Démonstration.
Soit A = PO la décomposition polaire de A. Comme P est symétrique définie positive,
det(P) > 0. Par la proposition qui précede, det(O) = 1. Ainsi,

det(A) = det(P)det(O) > 0= det(A) =1
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Annexe D

Equation d’Hamilton-Jacobi

Lemme D.1
Soient v,w # 0 € R*™. Alors il existe une application linéaire inversible et canonique A
telle que Av = w.

Démonstration.

On construit par induction une base {vy, ..., v2,} de R?" telle que v; = v, vg_1Jvg, = 1
pour k =1,...,n et v} Jv; = 0 sinon.

Posons v; = v. Comme J est de plein rang, Jv; # 0. Posons vy = c¢Jvy, ¢ # 0, de sorte
que vi Juy = |c| - ||Jv1||? = 1. En particulier, v, est linéairement indépendant de v; (car
vl Jaw, = (v Jav))T = aw! JTv; = —v] Jaw; = 0 sinon).

Supposons maintenant que 'on ait construit {vy, ve, ..., Vog_1, Vo }, 1 < k < n. On considere
V = span(vy, va, ..., Vap_1, Vo) et VI ={w € R*" | w? Jv =0Vv € V}.

Alors V @ V4 = R?" et donc on peut prendre vyp; € V4 \ {0} quelconque et vop o =
cJvspi1, ¢ € R\ {0} adéquat, ol v3,., = Vo1 — SoF; oyv; est le dernier vecteur
obtenu en appliquant le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt a 'ensemble
{’01, veey VoF, /UQk-Jrl}.

Soit P la matrice dont les colonnes sont les {vy, v, ..., Vap_1, U2y, }. Alors

0O 1 0 0

-1 0 1 0
Pey=v,=vetPTgp= 0 -1 0 1 =7

0 0 —-10

On fait pareil pour w et on trouve une matrice B telle que Be; = w et BT JB = Z.

Alors BP~! est la matrice de I'application linéaire recherchée. O

Théoréme D.2 (Théoreme de redressement des champs de vecteurs Hamiltoniens)
Soit H € C*Y(V) un Hamiltonien, k > 1, V. C R>* ouvert. Soit y* € V tel que
VH(y*)=c#0. Soit d # 0 € R*".

Alors il existe un voisinage Dy de y* et un C*-difféomorphisme canonique u: Dy — Dy,
Dy C R*™ ouvert, tel que d = J;'JVH ou= JV(H ou) sur Dy.

Démonstration.
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Soit uy le difféomorphisme tel que
Je=J,'JVH ou

au voisinage de u;'(y*) obtenu comme dans la preuve du Théoréme 2.10 appliqué au
champ de vecteurs JVH. Comme Jc et JVH sont des champs de vecteurs Hamiltoniens,
par contruction du difféomorphisme (c.f. preuve du Théoréme 2.10), le Théoréme 4.7
assure que u; est canonique au voisinage de ul_l(y*).

Soit us(x) = Az un difféomorphisme canonique tel que uy(d) = Je (c.f. Lemme D.1).

Alors u = uy o us est un difféomorphisme canonique et
JIVH ou=J. - (I oug) JVH ou= A" (J'JVH ouy) ouy = A" Je =d

au voisinage de u™!(y*).
Le fait que J,;'"JVH ou = JV(H ou) a déja été démontré dans la Proposition 4.3. [

Théoréme D.3 (Forme implicite des difféomorphismes canoniques)
Soit u(&,n) = (a(&,n),b(&n)),u € CHU,V), U,V C R* ouverts, un difféomorphisme
canonique tel que det(J, (%, 1)) # 0.

Alors u admet la représentation sous forme implicite suivante au voisinage de (£*,n*) :

§= Wn(xﬂ])

u(n) = (z,y) = {y = Wy(x,n)

ot W € C? et det(W,,) # 0.

Réciproquement, toute fonction scalaire W € C?, det(W,,(z*,n*)) # 0, définit impli-
citement (par les relations ci-dessus) un difféomorphisme canonique u au voisinage de
(& n").

Démonstration.

Le fait que u admette localement une représentation sous forme implicite découle du
Théoreme des fonctions implicites appliqué a I’équation a(&,n) = x.

Le fait que cette représentation soit en fait donnée par le gradient d’une fonction est plus
subtil. La preuve utilise le formalisme des formes différentielles (que nous n’avons pas
énoncé ici) et un résultat appelé le Lemme de Poincaré. Voir la section 1.4 de [MZ05]
pour plus de détails. O

Théoréme D.4 (Existence d'une solution locale a 1'équation d’Hamilton-Jacobi)
Soit H € C*Y(Vy x Vi) un Hamiltonien, k > 1, Vi, Vo C R™ ouverts. Soit (x*,y*) € Vi x V;
tel que VH(z*,y*) = ¢ # 0.

Alors équation aux dérivées partielles
H(x,Wy(z,n)) =m, v € Vi,n € R" (Equation d’Hamilton-Jacobi)
admet au moins une solution locale.

Démonstration.
Soit u un difféomorphisme canonique tel que JV(H o u) = e; dans un voisinage connexe
de u™'(x*,y*) (c.f. Théoréme D.2).
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Alors Hou(&,n) =m + C, C € R, dans ce voisinage et quitte a remplacer u(&,n) par
(&, m) = u(§,n — Cey), on peut supposer H o u(§,n) = 1.

Soit W une fonction qui représente implicitement le difféomorphisme v au voisinage de
(z*,y*) (c.f. Théoreme D.3). Alors W est une solution locale de I’équation d’Hamilton-
Jacobi.

En effet,
y (e . 5: Wn(xarﬂ

et donc
H(z, Wy(z,n)) = Hu(W,(z,n),n) =m
O

Remarque D.5
Toute solution W a I’équation d’Hamilton-Jacobi définit implicitement (localement) un
difféomorphisme canonique u(§,n) = (z,y) tel que

H(u(€,n)) = m.

Ainsi, le flot au systéeme Hamiltonien associé a H est donné (localement) par

¢'(z,y) =uo (t,&n) — (+ter,n)ou ' (z,y) = uo (£ +ter,n)

Exemple D.1 (Oscillateur harmonique simple)
Considérons

1 k
H(z,y) :%y2+§x2, k>0z,yeR

le Hamiltonien associé au probleme de l'oscillateur harmonique simple.

L’équation d’Hamilton-Jacobi s’écrit comme
H(z, W,(z,n)) —1W( )2+k2
x z\T, = z\T, L =",
) n om U] 5 Ui

ce qui se réécrit comme

W (z,n) = \/2mn — mkaz?

sur D = {(z,n) e R* | n > 0, % < 2} en supposant W, > 0.

Ainsi,

@ « 22,2
W(x,n) :/ \/2mn — mka?dx + C(n) :/ V2mn -y [1— mQ:funnx dz + C(n),

sur D, oll on a écrit & = mw?, w > 0. Alors le changement de variable

2mn
sin(u)
mw
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mene a ’ensemble suivant de solutions explicites sur D :

Wi(x,n) = g (arcsin (

mwx ) N MW m2w2a?

Vam ) ¥ Ve T T2 )*CW

En prenant C' = 0, on obtient un difféomorphisme canonique sous forme implicite défini
par les relations

y=We(z,n) = \/2m77 — miw2a?

u(é,n) = (v,y) = €= W, (1) = i}arcsin < mwa )

2mn
On trouve facilement que v est un difféomorphisme [—5-, 5] X Rg — R x R donné
explicitement par
sin(wé)+/2mn
U(g, 77) = <(Tf3w7 V 2m77 COS(Wg))

et qui est d’inverse

1 B 1 ) MWIT y2+m2w2x2
u(z,y) = — arcsin AT Sy :

Alors le flot du probleme de l'oscillateur harmonique simple sur {(t,z,y) € R x R x R5¢}
est donné par

¢'(x,y) =uo (t,&n) = (E+t,n)ou '(z,y)

= (x cos(wt) + Ea sin(wt), —mwz sin(wt) + y cos(wt))
mw

On remarque finalement que la restriction {(¢,z,y) € R x R x R>¢} est superflue et que
le flot ¢'(z,y) est en fait défini sur tout {(¢,z,y) € R x R x R}.
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